Divide y Venceras

José Ortiz Bejar

Facultad de Ingenieria Eléctrica
Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo

Febrero 28, 2022



Mezcla (Union de conjuntos)
Busqueda

Ordenamiento
Multiplicacion

Computar la mediana

Contenido



Mezcla (Unién de conjuntos)



Mezcla (Unién de conjuntos)

m Input: Dos secuencias A = (ay, 8o, ...,an) Yy B=(by,bo, ..., bp)

Output: Una secuencia X = (xq, Xz, . . ., Xg) tal que
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> cada elemento en A aparece unavezen X
» cada elemento en B aparece unavez en X

» todos los elementos en X aparecen en Ao en B o en ambos
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m Input: Dos secuencias A = (ay, 8o, ...,an) Yy B=(by,bo, ..., bp)
Output: Una secuencia X = (xq, Xz, . . ., Xg) tal que
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Mezcla (Unién de conjuntos)

m Input: Dos secuencias A = (ay, 8o, ...,an) Yy B=(by,bo, ..., bp)
Output: Una secuencia X = (xq, Xz, . . ., Xg) tal que

> cada elemento en A aparece unavezen X
» cada elemento en B aparece unavez en X

» todos los elementos en X aparecen en Ao en B o en ambos

m Ejemplo:
A=(34,7,11,31,14,51,8,21,10)
B = (51,21,14,15,27,31,2)

X =(34,7,11,31,14,51,8,21,10, 15,27, 2)
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m Estrategia



Algoritmo de mezcla simple

m Estrategia
> iterar todas las posiciones i, primero la secuencia A, y después B
» regresar a; si a;no estaen{ay, ap, ..., aj-1)

» regresar b; si bj no estd aunen(ajy, a,...,an by, ba, ... bj—1)



Algoritmo de mezcla simple

m Estrategia

> iterar todas las posiciones i, primero la secuencia A, y después B
» regresar a; si a;no estaen{ay, ap, ..., aj-1)

» regresar b; si bj no estd aunen(ajy, a,...,an by, ba, ... bj—1)

MergeSimple(A, B)
for i = 1 to length(A)
if not Find(A[1../i—1], A[/])
output A[/]
for i = 1 to length(B)
if not Find(A, B[/]) and not Find(B[1../i— 1], B[i])
output Bl /]

O WN =



Complejidad

MergeSimple(A, B)
for i = 1 to length(A)
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for i = 1 to length(B)
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Complejidad

MergeSimple(A, B)
for i = 1 to length(A)
if not Find(A[1..i— 1], A[i])
output A[/]
for i = 1 to length(B)
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Complejidad

MergeSimple(A, B)
for i = 1 to length(A)
if not Find(A[1..i— 1], A[i])
output A[/]
for i = 1 to length(B)
if not Find(A, B[/]) and not Find(B[1../i— 1], B[i])
output Bl /]

OV hWN =

sea n = length(A) + length(B)
length( A) length(B)

T(n) = Z Trina (1) + Z (TFind(i)+TFind(/ength(A)))

i=1 i=1

T(n) = Z Trind (1)
i=1



Basqueda

m Input: una secuencia Ay un valor key
Output: true si A contiene key, o false en caso contrario



Basqueda

m Input: una secuencia Ay un valor key
Output: true si A contiene key, o false en caso contrario

Find(A, key)
1 forj = 1 to length(A)
2 if A[i] == key
3 return true
4 return false

Find (A, begin, end, key)
1 fori = beginto end
2 if A[i] == key
3 return true
4 return false



Basqueda
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Output: true si A contiene key, o false en caso contrario

Find(A, key)
1 forj = 1 to length(A)
2 if A[i] == key
3 return true
4 return false

Find (A, begin, end, key)
1 fori = beginto end
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Basqueda

m Input: una secuencia Ay un valor key
Output: true si A contiene key, o false en caso contrario

Find(A, key)
1 forj = 1 to length(A)
2 if A[i] == key
3 return true
4 return false

Find (A, begin, end, key)
1 fori = beginto end
2 if A[i] == key
3 return true
4 return false

m La complejidad de Find es

T(n) = O(n)
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m Input: una secuencia Ay un valor key
Output: true si A contiene key, o false en otro caso



Busqueda en una lista

m Input: una secuencia Ay un valor key
Output: true si A contiene key, o false en otro caso

FindInList(A, key)
1 item = first(A)
2 while item # last(A)
3 if value(item) == key
4 return true
5 item = next(item)
6 return false



Busqueda en una lista

m Input: una secuencia Ay un valor key
Output: true si A contiene key, o false en otro caso

FindInList(A, key)
1 item = first(A)
2 while item # last(A)
3 if value(item) == key
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5 item = next(item)
6 return false

m La complejidad de FindInList es



Busqueda en una lista

m Input: una secuencia Ay un valor key
Output: true si A contiene key, o false en otro caso

FindInList(A, key)
1 item = first(A)
2 while item # last(A)
3 if value(item) == key
4 return true
5 item = next(item)
6 return false

m La complejidad de FindInList es

T(n) = O(n)



Complejidad de MergeSimple

MergeSimple(A, B)
for i = 1 to length(A)
if not Find(A[1..i—1], A[i])
output A[/]
for i = 1 to length(B)
if not Find(A, B[/]) and not Find(B[1..i— 1], B[i])
output Bl /]

ol WN =



Complejidad de MergeSimple

MergeSimple(A, B)
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Complejidad de MergeSimple

MergeSimple(A, B)
for i = 1 to length(A)
if not Find(A[1..i—1], A[i])
output A[/]
for i = 1 to length(B)
if not Find(A, B[/]) and not Find(B[1..i— 1], B[i])
output Bl /]

ol WN =
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Complejidad de MergeSimple

MergeSimple(A, B)
for i = 1 to length(A)
if not Find(A[1..i—1], A[i])
output A[/]
for i = 1 to length(B)
if not Find(A, B[/]) and not Find(B[1..i— 1], B[i])
output Bl /]

ol WN =

T(n) =" Teina(i)
i=1

T(n) =) 00) = o(”(”2+1)) =



Complejidad de MergeSimple

MergeSimple(A, B)
for i = 1 to length(A)
if not Find(A[1..i—1], A[i])
output A[/]
for i = 1 to length(B)
if not Find(A, B[/]) and not Find(B[1..i— 1], B[i])
output Bl /]

ol WN =

T(n) =" Teina(i)
i=1

T(n) = Z o(i) = o(”("2+ 1)) = 0(n)



Busqueda (2)

m Input: una secuencia ordenada A key
Output: true si A contiene key, o false en cualquier otro caso



m Input: una secuencia ordenada A key

Busqueda (2)

Output: true si A contiene key, o false en cualquier otro caso

BinarySearch(A, key)

LCoNoOOUuk~,WN=

—_
N —O

first = 1
last = length(A)
while first < last
middle = [(first + last)/2]
if A[middle] == key
return true
elseif first = last
return false
elseif A[ middle] > key
last = middle — 1
else first = middle + 1
return false



Busqueda Binaria

BinarySearch(A, key) 1451
1 first = 1 13
2 last = length(A) 12
3 while first < last 11
4 middle = [(first + last) /2] 10| key
5 if A[middle] == key 9
6 return true 8
7 elseif first = last 7
8 return false 6
9 elseif A[middle] > key >

10 last = middle — 1 4
11 else first = middle + 1 3
12 return false 1




Busqueda Binaria

. 15
BinarySearch(A, key) 14
1 first = 1 13
2 last = length(A) 12
3 while first < last 11
4 middle = [(first + last) /2] 10 key
5 if A[middle] == key 9
6 return true 8
7 elseif first = last 7
8 return false 6
9 elseif A[middle] > key >
10 last = middle — 1 4
11 [elsefirst = middle+1 | >
2
12 return false 1
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Busqueda Binaria

BinarySearch(A, key) 1451
1 first = 1 13
2 last = length(A) 12
3 while first < last 11
4 middle = [(first + last) /2] 10 key
5 if A[middle] == key _
6 return true
7 elseif first = last
8 return false
9 elseif A[middle] > key
10 | last = middle — 1 |
11 else first = middle + 1
12 return false
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1 first = 1 13[55
2 last = length(A) 12[500
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5 if A[middle] == key _
6 return true
7 elseif first = last
8 return false
9 elseif A[middle] > key

10 last = middle — 1
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Busqueda Binaria

BinarySearch(A, key) 1451
1 first = 1 13[55
2 last = length(A) 12[500
3 while first < last 11
4 middle = [(first + last) /2] 10(key
5 if A[middle] == key _
6 return true
7 elseif first = last
8 return false
9 elseif A[middle] > key

10 last = middle — 1
11 else first = middle + 1
12 return false




Busqueda Binaria

BinarySearch(A, key) 1451
1 first = 1 13000
2 last = length(A) 12[500
3 while first < last 11
4 middle = [(first + last) /2] 10 key
5 if A[ middle] == key _
6 | return true |
7 elseif first = last
8 return false
9 elseif A[middle] > key

10 last = middle — 1
11 else first = middle + 1
12 return false




Busqueda Binaria

BinarySearch(A, key) 1451
1 first = 1 13[55
2 last = length(A) 12[500
3 while first < last 11
4 middle = [(first + last) /2] 10 key
5 if A[ middle] == key _
6 | return true |
7 elseif first = last
8 return false
9 elseif A[middle] > key

10 last = middle — 1
11 else first = middle + 1
12 return false
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Busqueda Binaria

BinarySearch(A, key) 1451
1 first = 1 13[55
2 last = length(A) 12[500
3 while first < last 11
4 middle = [(first + last) /2] 10 key
5 if A[ middle] == key _
6 | return true |
7 elseif first = last
8 return false
9 elseif A[middle] > key

10 last = middle — 1
11 else first = middle + 1
12 return false

NI
IS

T(n) = O(log n)



Merging Sorted Sequences

m Un problema ligeramente diferente:

Input: Dos secuenciasordenadas A = (ay, ap, . ..,an) and B = (by, bo, ..., by),
dondeai <a <...<agpandb; < b, <...<bp

Output: una secuencia X = (xy, X, . . ., X¢) tal que

> todos los elementos en A aparecen una vez en X
> todos los elementos en B aparecen en X

» todos los elementos en X estdn en Aen B o en ambos



Un mejor algoritmo de mezcla

MergeSimple2(A, B)
for i = 1 to length(A)
if not BinarySearch(A[1..i— 1], A[i])
output A[/]
for i = 1 to length(B)
if not BinarySearch(A, B[i])
and not BinarySearch(B[1..i— 1], B[i])
output B[]

Nouh,h wnN =



Un mejor algoritmo de mezcla

MergeSimple2(A, B)
for i = 1 to length(A)
if not BinarySearch(A[1..i— 1], A[i])
output A[/]
for i = 1 to length(B)
if not BinarySearch(A, B[i])
and not BinarySearch(B[1..i— 1], B[i])
output B[]

Nouh,h wnN =

T(n) = Z O(log i) =
i=1



Un mejor algoritmo de mezcla

MergeSimple2(A, B)
for i = 1 to length(A)
if not BinarySearch(A[1..i— 1], A[i])
output A[/]
for i = 1 to length(B)
if not BinarySearch(A, B[i])
and not BinarySearch(B[1..i— 1], B[i])
output B[]

Nouh,h wnN =

T(n) = Zn: O(log i) = O(nlogn)
i=1



Un mejor algoritmo de mezcla

MergeSimple2(A, B)
for i = 1 to length(A)
if not BinarySearch(A[1..i— 1], A[i])
output A[/]
for i = 1 to length(B)
if not BinarySearch(A, B[i])
and not BinarySearch(B[1..i— 1], B[i])
output B[]

Nouh,h wnN =

T(n) = Zn: O(log i) = O(nlogn)
i=1

Mejor que O(n?). ;Se puede hacer ain mejor que O(nlog n)?



Un algoritmo de mezcla atin mejor

m /ntuicidén: la secuencias Ay B estan ordenadas
ej.
A=(3,7,12,13,34,37,70, 75, 80)
B=(1,5,6,7,34,35,40,41, 43)



Un algoritmo de mezcla atin mejor

m /ntuicidén: la secuencias Ay B estan ordenadas
ej.
A=(3,7,12,13,34,37,70, 75, 80)
B=(1,5,6,7,34,35,40,41, 43)

de igual forma que en BinarySearch dados x € Ay yB Se puede evitar buscar
un elemento x si el primer elemento que seveesy > x



Un algoritmo de mezcla atin mejor

m /ntuicidén: la secuencias Ay B estan ordenadas
ej.
A=(3,7,12,13,34,37,70, 75, 80)
B=(1,5,6,7,34,35,40,41, 43)

de igual forma que en BinarySearch dados x € Ay yB Se puede evitar buscar
un elemento x si el primer elemento que seveesy > x

m Estrategia

» iterar todas las posicioneside Ayjen B
> regresar g; y avanzar i si a; < bj o j esta al final de B

> regresar b; e incrementar j si a > b; o sii ha pasado el final de A



Algoritmo de mezcla

A= [3]7]12][13]34]37]70]75]80]

B= |1]5[6[7 [34]35]40[41 [43]




Algoritmo de mezcla

A= [3]7]12]13]34]37]|70]75]80]

B= [1]5]6 |7 [34]35]40[41[43]

C = AoB =



Algoritmo de mezcla

i=1

A= [3]7]12][13]34]37]70]75]80]

j=1

B= |1]5]6 [7 [34]35[40]41 [43]

C=AoB=



Algoritmo de mezcla

i=1

A= [3]7]12][13]34]37]70]75]80]

j=1
(3

B= (1])5 |6 |7 [34]35 4041 [43]

C=AoB= 1



Algoritmo de mezcla

i=1

A= [3]7]12][13]34]37]70]75]80]

j=2
Y

B= |1]5]6 [7 [34]35[40]41 [43]

C=AoB= 1



Algoritmo de mezcla

i=1
[

A= (3] 7[12]13]34]37]70]75]80]

j=2
Y

B= |1]5]6 [7 [34]35[40]41 [43]

C=AoB=1 3



Algoritmo de mezcla

=2
Y
7

A= | 3]

[12]13]34[37]|70]75]80]
2

J

B= |1]5]6 [7 [34]35[40]41 [43]

C=AoB=1 3



Algoritmo de mezcla

=2
Y
7

A= | 3]

[12]13]34[37]|70]75]80]

=2

B= |1]5])6 |7 [34]35 4041 [43]

C=AoB=1 3 5



Algoritmo de mezcla

=2
Y

| 3]7[12]13]34]37]70]75]80]

A=

j=3

B= |1]5]6 [7 [34]35[40]41 [43]

C=AoB=1 3 5



Algoritmo de mezcla

i=‘2
| 3]7[12]13]34]37]70]75]80]

/

A=

3

B= |1]5 6] 7 [34]35 4041 [43]

C=AoB=1 3 5 6



Algoritmo de mezcla

=2
Y

| 3]7[12]13]34]37]70]75]80]

A=

j=4
Y

B= |1]5]6 ]7 [34]35]40]41[43]

C=AoB=1 3 5 6



Algoritmo de mezcla

=2
Y

| 3]7[12]13]34]37]70]75]80]

A=

j=4

B= |1]5 |6 [[7]34]35 4041 [43]

C=AoB=1 3 &5 6 7



Algoritmo de mezcla

i=3

A= [3]7]12]13[34]37]70]|75]80]

j=5

B= [1]5]6 |7 [34]35]40[41 [43]

C=AoB=1 3 &5 6 7



Algoritmo de mezcla

i=3

A= [3]7|12)13[34]37]70]|75]80]

j=5

B= [1]5]6 |7 [34]35]40[41 [43]

C=AoB=1 3 &5 6 7 12



Algoritmo de mezcla

i=4
]

A= [3]7]12][13]34]37]70]75]80]

Jj=5

B= |1]5]6 [7 [34]35[40]41 [43]

C=AoB=1 3 &5 6 7 12



Algoritmo de mezcla

i=4

A= [3]7]12]13)34]37]70]75]80]

Jj=5

B= |1]5]6 [7 [34]35[40]41 [43]

C=AoB=1 3 &5 6 7 12 13



Algoritmo de mezcla

i=5

o ol

A= [3]7]12]13[34]37]70]|75]80]

j=5

B= [1]5]6 |7 [34]35]40[41 [43]

C=AoB=1 3 5 6 7 12 13



Algoritmo de mezcla

i=5

o ol

A= [3]7]12]13[34]37]70]|75]80]

j=5

B= [1]5]6 |7 [B4)35]40[41[43]

C=AoB=1 3 &5 6 7 12 13 34



Algoritmo de mezcla

i=6

ol

A= [3]7]12]13[34]37]70]|75]80]

j=6

B= [1]5]6 |7 [34]35]40[41 [43]

C=AoB=1 3 &5 6 7 12 13 34



Algoritmo de mezcla

i=6

ol

A= [3]7]12]13[34]37]70]|75]80]

j=6

B= [1]5]6 |7 [34]85]40 |41 [43]

C=AoB=1 3 &5 6 7 12 13 34 35



Algoritmo de mezcla

i=6

ol

A= [3]7]12]13[34]37]70]|75]80]

j=7

B= [1]5]6 |7 [34]35]40[41 [43]

C=AoB=1 3 &5 6 7 12 13 34 35



Algoritmo de mezcla

i=6

A= [3]7]12][13]34|37)70]75]80]

j=7

B= [1]5]6 [7 [34]35]40[41[43]

C=AoB=1 3 &5 6 7 12 13 34 35 37



Algoritmo de mezcla

i=7
Y

A= [3]7]12]13]34]37]70]75]80]

j=8

B= |1]5]6]7 [34]35]40]41[43]

C=AoB=1 3 5 6 7 12 13 34 35 37



Algoritmo de mezcla

i=7

A= [3]7]12]13]34]37]70]75]80]

j=8

B= [1]5]6 |7 [34]35]40@1])43 ]

C=AoB=1 3 &5 6 7 12 13 34 35 37 41



Algoritmo de mezcla

i=7

A= [3]7]12]13]34]37]70]75]80]

j =10

B= [1]5]6 |7 [34]35]40]41[43]

C=AoB=1 3 &5 6 7 12 13 34 35 37 41



Algoritmo de mezcla

=7

A= [3]7]12][13]34]37]70]75]80]

j =10

B= [1]5]6 |7 [34]35]40[41 [43]

C=AoB=1 3 5 6 7 12 13 34 35 37 41 43



Algoritmo de mezcla

i=7

A= [3]7]12][13]34]37]70]75]80]

j =10

B= |1]5]6 |7 [34]35]40]41[43]

C=AoB=1 3 5 6 7 12 13 34 35 37 41 43



Algoritmo de mezcla

i=7

A= [3]7]12]13]34]37]70]) 75]80]

j =10

B= |1]5]6[7 [34]35[40]41[43]

C=AoB=1 3 5 6 7 12 13 34 35 37 41 43 70



Algoritmo de mezcla

i=8

A= [3]7]12][13[34]37]70|75)80]

j=10

B= [1]5]6 |7 [34]35]40[41 [43]

C=AoB=1 3 5 6 7 12 13 34 35 37 41 43 70 75



Algoritmo de mezcla

i=8
Y

A= [3]7]12][13[34]37]70]|75]80]

j=10

B= [1]5]6 |7 [34]35]40[41 [43]

C=AoB=1 3 5 6 7 12 13 34 35 37 41 43 70 75



Algoritmo de mezcla

i=9

A= [3]7]12][13[34]37]70]|75]80]

j=10

B= [1]5]6 |7 [34]35]40[41 [43]

C=AoB=1 3 5 6 7 12 13 34 35 37 41 43 70 75



Algoritmo de mezcla

i=9

A= [3]7]12][13]34]37]|70]75]@80)

j =10

B= [1]5]6 |7 [34]35]40 |41 |43 ]

C=AoB=1 3 5 6 7 12 13 34 35 37 41 43 70 75 80



Algoritmo de mezcla

i=10

A= [3]7]12][13]34]37|70]75]80]

j =10

B= [1]5]6 |7 [34]35]40 |41 |43 ]

C=AoB=1 3 5 6 7 12 13 34 35 37 41 43 70 75 80



Merge(A, B)

OCoNOOTUP,WN=

10
11
12
13
14
15

hj=1
X=0

Algoritmo de Mezcla (2)

while i < length(A) or j < length(B)
if i > length(A)

X = X o BJ[j]
j=j+1
elseif j > length(B)
X = X o A[i]
i=i+1
elseif A[i] < B[j]
X = X o Ali]
i=1i+1
else X = X o BJ[j]
j=j+1
return X

/ appends B[j] to X



Algoritmo de Mezcla (2)

Merge(A, B)

1 dj=1
2 X=0
3 while i < length(A) or j < length(B)
4 if i > length(A)
5 X = X o BJ[j] / appends B[j] to X
6 j=j+1
7 elseif j > length(B)
9 i=i+1

10 elseif A[i] < B[j]

11 X = X o A[il

12 i=1i+1

13 else X = X o BJ[j]

14 j=j+1

15 return X

m Este algoritmo es incorrecto (Ejercicio: correjirlo)



Complejidad de Merge

Merge(A, B)
ij =1
X=0
while i < length(A) or j < length(B)
if i < length(A) and (j > length(B) or A[i] < B[j])
X =Xo A[I]
i=i+1
else X = X o B[]
f=]+1
return X

OooNoOOCUTh, WN —



Complejidad de Merge

Merge(A, B)
1 ij=1
2 X=0
3 while i < length(A) or j < length(B)
4 if i < length(A) and (j > length(B) or A[i] < B[j])
5 X = XoAli]
6 i=i+1
7 else X = X o B[j]
8 f=]+1
9 return X

T(n) = ©(n)
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Merge(A, B)
ij =1
X=0
while i < length(A) or j < length(B)
if i < length(A) and (j > length(B) or A[i] < B[j])
X =Xo A[I]
i=i+1
else X = X o B[]
f=]+1
return X
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T(n) = ©(n)

m /Es posible hacerlo mejor?
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Merge(A, B)
ij =1
X=0
while i < length(A) or j < length(B)
if i < length(A) and (j > length(B) or A[i] < B[j])
X =Xo A[I]
i=i+1
else X = X o B[]
f=]+1
return X

OooNoOOCUTh, WN —

T(n) = ©(n)

m /Es posible hacerlo mejor? No!



Complejidad de Merge

Merge(A, B)
ij =1
X=0
while i < length(A) or j < length(B)
if i < length(A) and (j > length(B) or A[i] < B[j])
X =Xo A[I]
i=i+1
else X = X o B[]
f=]+1
return X

OooNoOOCUTh, WN —

T(n) = ©(n)

m /Es posible hacerlo mejor? No!
» debemos procesar n = length(A) + length(B) elementos
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m Se tiene un procedimiento de mezcla con complejidad lineal.

» mezclar secuencias ordenadas
» produce una secuencia ordenada

m Por tanto podemos implementar un algoritmo de ordenamiento

m ldea

» utilizar una variante de Merge que regreses todos elementos de las secuencias de
entrada

> e.i, sin remover los elementos repetidos

> asumir que A esta compuesta de dos mitades, A, o Ag = A,y que A, y Ag estanya
ordenadas
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Utilizar Merge

m Se tiene un procedimiento de mezcla con complejidad lineal.

» mezclar secuencias ordenadas
» produce una secuencia ordenada

m Por tanto podemos implementar un algoritmo de ordenamiento

m ldea

» utilizar una variante de Merge que regreses todos elementos de las secuencias de
entrada
> e.i, sin remover los elementos repetidos

> asumir que A esta compuesta de dos mitades, A, o Ag = A,y que A, y Ag estanya
ordenadas

> utilizar Merge para combinar A, y Ag en una secuencia ordenada.

> esto sugiere un algoritmo recursivo



Ordenamiento por mezcla (Merge Sort)

MergeSort(A)
if length(A) ==
return A
m = | length(A)/2]
AL = MergeSort(A[1..m])
Ar = MergeSort(A[m+1..length(A)])
return Merge (AL, Ar)

ool hh WN =
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MergeSort(A)
if length(A) ==
return A
m = | length(A)/2]
AL = MergeSort(A[1..m])
Ar = MergeSort(A[m+1..length(A)])
return Merge (AL, Ar)

ool hh WN =
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Ordenamiento por mezcla (Merge Sort)

MergeSort(A)
if length(A) ==
return A
m = | length(A)/2]
AL = MergeSort(A[1..m])
Ar = MergeSort(A[m+1..length(A)])
return Merge (AL, Ar)

ool hh WN =

m ;Cuadl es la complejidad de MergeSort?
T(n) =2T(n/2) + O(n)

T(n) = O(nlogn)



Divide y venceras

m MergeSort ilustra una estrategia clasica de divide y vencerds



Divide y venceras

m MergeSort ilustra una estrategia clasica de divide y vencerds

m Estrategia general: dato un problema P para un conjunto de datos A
» dividir la entrada A en partes Aq, Az, ..., A con |A]| < |Al =n

> resolver el problema P para cada una de las k partes

»> combinar las soluciones parciales para obtener la solucion para A.



Divide y venceras

m MergeSort ilustra una estrategia clasica de divide y vencerds

m Estrategia general: dato un problema P para un conjunto de datos A
» dividir la entrada A en partes Aq, Az, ..., A con |A]| < |Al =n

> resolver el problema P para cada una de las k partes

»> combinar las soluciones parciales para obtener la solucion para A.

m Analisis de Complejidad

k
T(n) = Tdividir + Z T(|Ai|) + Tcombinar
i=1

mas adelante analizaremos esta férmula...



Un Merge Divide-Venceras

MergeR(A, B)
if length(A) ==
return B
if length(B) ==
return A
if A[1] < B[1]
return A[1] o MergeR(A[2.. length(A)], B)
else return B[1] o MergeR(A, B[2. . length(B)])

NouphhWwWN =
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m Nuevamente, este ejercicio es incorrecto (Exejcio: repararlo.)
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if length(A) ==
return B
if length(B) ==
return A
if A[1] < B[1]
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Un Merge Divide-Venceras

MergeR(A, B)
if length(A) ==
return B
if length(B) ==
return A
if A[1] < B[1]
return A[1] o MergeR(A[2.. length(A)], B)
else return B[1] o MergeR(A, B[2. . length(B)])

NouphhWwWN =

m Nuevamente, este ejercicio es incorrecto (Exejcio: repararlo.)

m La complejidad de MergeR es

T(n)=Ci+T(n—1)=Cyn



Un Merge Divide-Venceras

MergeR(A, B)
if length(A) ==
return B
if length(B) ==
return A
if A[1] < B[1]
return A[1] o MergeR(A[2.. length(A)], B)
else return B[1] o MergeR(A, B[2. . length(B)])

NouphhWwWN =

m Nuevamente, este ejercicio es incorrecto (Exejcio: repararlo.)

m La complejidad de MergeR es

T(n)=Ci+T(n—1) =Cyn=0(n)

m ;Lo podemos hacer mejor?



Un Merge Divide-Venceras

MergeR(A, B)
if length(A) ==
return B
if length(B) ==
return A
if A[1] < B[1]
return A[1] o MergeR(A[2.. length(A)], B)
else return B[1] o MergeR(A, B[2. . length(B)])

NouphhWwWN =

m Nuevamente, este ejercicio es incorrecto (Exejcio: repararlo.)

m La complejidad de MergeR es

T(n)=Ci+T(n—1) =Cyn=0(n)

m ;Lo podemos hacer mejor? No! (pero ya lo sabiamos)
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q p y YL+

xy = (2°2x, + xg) (2°"%y, + yR)
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se redujo el problema a multiplicar dos niumeros de £ bits aun problema de
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Multiplicacién Divide-Venceras

m Regresemos al ejemplo de la multiplicacion. ..
x=| X | X |y y=[ v ][ Ya |

los que implica x = 2¢/2x, + xg and y = 2¢/2y, + yp, entonces....
q p y YL+

xy = (2°2x, + xg) (2°"%y, + yR)
= 2%x,y1 + 2872 (XLyR + XRYL) + XRYR

se redujo el problema a multiplicar dos niumeros de £ bits aun problema de
multiplicar cuatro numeros de £¢/2 bits...

T(€) =4T(£/2) + O(¢)

T(6) = O(¢%)
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m Nuevamente, se tiene

xy = (282x, + xg) (2/%y, + yR)

= 2%x,y1 + 2872 (xLyR + XRYL) + XRYR
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m Nuevamente, se tiene

xy = (282x, + xg) (2/%y, + yR)

= 2%x,y1 + 2872 (xLyR + XRYL) + XRYR
pero note que x, yg + xgYL = (XL + Xr) (YR + Y1) — XLYL — XRYR, SO

xy = 2xy + 282 ((x, + Xg) (YR + Y1) — XLYL — XRYR) + XRYR



Divide-and-Conquer Multiplication (2)

m Nuevamente, se tiene

xy = (282x, + xg) (2/%y, + yR)

= 2%x,y1 + 2872 (xLyR + XRYL) + XRYR
pero note que x;yr + XgyL = (XL + xg) (YR + Y1) — XLYL — XRYR, SO
xy = 25xy + 2¢2((x, + xR) (YR + Y1) — XLV — XRYR) + XRYR

solo 3 multiplicaciones : x.y;, (x. + xg)(yr + y.), and xgyr



Divide-and-Conquer Multiplication (2)

m Nuevamente, se tiene

xy = (282x, + xg) (2/%y, + yR)

= 28y, + 212 (xLym + XayL) + XRYR
pero note que x.ygr + XryL = (XL + XR) (YR + Y1) — XLYL — XRYR, SO
xy = 28xy + 282 ((xL + xg) (YA + Y1) — XYL — XRYR) + XaYR
solo 3 multiplicaciones : x.y;, (x. + xg)(yr + y.), and xgyr

T(€) =3T(£/2) + O(¢)



Divide-and-Conquer Multiplication (2)

Nuevamente, se tiene

xy = (282x, + xg) (2/%y, + yR)

= 28y, + 212 (xLym + XayL) + XRYR
pero note que x.ygr + XryL = (XL + XR) (YR + Y1) — XLYL — XRYR, SO
xy = 250y + 2872 ((x + Xp) (YA + Y1) — XYL — XRYR) + XAYR
solo 3 multiplicaciones : x.y;, (x. + xg)(yr + y.), and xgyr

T(€) =3T(£/2) + O(¢)

lo cual, lleva a un complejidad de

T(f) — O(fIOgZ 3) — 0(81 .59)
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en A son menores que my la mitad son mayores que m

» ¢j., cual es la mediana de A = (2,36, 5,21,8,13,11,20,5,4,1)?

m |dea: primero ordenar, después tomar el elemento en la mitad.
SimpleMedian(A)

1 X = MergeSort(A)
2 return X|[|/ength(A)/2]]

m ;Es correcto? Si

m ;Cual es su complejidad?
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Calcular la Mediana

m La mediana de una secuencia A es el valor m € A tal que la mitad de los valores
en A son menores que my la mitad son mayores que m

» ¢j., cual es la mediana de A = (2,36, 5,21,8,13,11,20,5,4,1)?

m |dea: primero ordenar, después tomar el elemento en la mitad.

SimpleMedian(A)
1 X = MergeSort(A)
2 return X|[|/ength(A)/2]]

m ;Es correcto? Si
m ;Cudl es su complejidad? T(n) = Tuergesort(n) = O(nlogn)
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Calcular la Mediana

m La mediana de una secuencia A es el valor m € A tal que la mitad de los valores
en A son menores que my la mitad son mayores que m

» ¢j., cual es la mediana de A = (2,36, 5,21,8,13,11,20,5,4,1)?

m |dea: primero ordenar, después tomar el elemento en la mitad.

SimpleMedian(A)
1 X = MergeSort(A)
2 return X|[|/ength(A)/2]]

m ;Es correcto? Si
m ;Cudl es su complejidad? T(n) = Tuergesort(n) = O(nlogn)

m /Es posible hacerlo mejor? Intentemos una estrategia divide y vencerds-...
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Calculando la Mediana (2)

m La mediana de una a secuencia A es el valor m € Atal que la mitad de los
valores en A son menores o igual a m

m Generalizacién, los k-smallest elementos de una secuencia Aesunvalorv € A
tal que exactamente k elementos de A son menores o iguales a v

Ej.,
» para k =1, elminimode A
» para k = |[|A|/2], la mediana de A
» ;Cudl seria el 6th-smallest elemento en A = (2, 36,5,21,8,13,11,20, 5,4, 1)?

el 6th-smallest elemento de A—a.k.a. select(A, 6)—es 8
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El k-ésimo elemento mas pequeiio (k-Smallest)

m |dea: Se divide la secuencia A en tres partes basados en elegir un valor v € A

> A; contiene el conjunto de los elmentos tal que menores que v
> A, contiene el conjunto de los elementos que son iguales a v
> Ag contiene el conjunto de los elemento que son of mayores que v

Ej, A= (2,36,5,21,8, 13,11, 20,5, 4, 1)
vamos a calcular el 7th-smallest valore en A

tomamos y dividimos usando por ejemplo v =5

AL =(2,4,1)



El k-ésimo elemento mas pequeiio (k-Smallest)

m |dea: Se divide la secuencia A en tres partes basados en elegir un valor v € A

> A; contiene el conjunto de los elmentos tal que menores que v
> A, contiene el conjunto de los elementos que son iguales a v
> Ag contiene el conjunto de los elemento que son of mayores que v

Ej, A= (2,36,5,21,8, 13,11, 20,5, 4, 1)
vamos a calcular el 7th-smallest valore en A

tomamos y dividimos usando por ejemplo v =5

AL = <2’ 47 1> AV = <57 5>



El k-ésimo elemento mas pequeiio (k-Smallest)
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m |dea: Se divide la secuencia A en tres partes basados en elegir un valor v € A

> A; contiene el conjunto de los elmentos tal que menores que v
> A, contiene el conjunto de los elementos que son iguales a v
> Ag contiene el conjunto de los elemento que son of mayores que v

Ej, A= (2,36,5,21,8, 13,11, 20,5, 4, 1)
vamos a calcular el 7th-smallest valore en A

tomamos y dividimos usando por ejemplo v =5

AL =(2,4,1) A, =(55) Ar=(36,21,8,13,11,20)

Ahora, donde estd el 7th-smallest valor de A?



El k-ésimo elemento mas pequeiio (k-Smallest)

m |dea: Se divide la secuencia A en tres partes basados en elegir un valor v € A

> A; contiene el conjunto de los elmentos tal que menores que v
> A, contiene el conjunto de los elementos que son iguales a v
> Ag contiene el conjunto de los elemento que son of mayores que v

Ej, A= (2,36,5,21,8, 13,11, 20,5, 4, 1)
vamos a calcular el 7th-smallest valore en A

tomamos y dividimos usando por ejemplo v =5

AL =(2,4,1) A, =(55) Ar=(36,21,8,13,11,20)

Ahora, donde estd el 7th-smallest valor de A?
cEs el 2nd-smallest valor de Ar



k-Smallest (2)

Uitilizaremos select(A, k) para denominar el denote el k-smallest elemento en A

select(AL, k) if k < |AL
select(A, k) = Vv if |ALl < k < |ALl + A/
select(Ap, k — |ALl = |Av])  ifk > |ALl + A/
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k-Smallest (2)

Uitilizaremos select(A, k) para denominar el denote el k-smallest elemento en A

select(AL, k) if k < |AL
select(A, k) = Vv if |ALl < k < |ALl + A/
select(Ap, k — |ALl = |Av])  ifk > |ALl + A/

m Calcular A, Ay, y Ag toma O(n)
m ;Como escogemos v?

m |dealmente, deberiamos elegir v para que |A.| =~ |Ag| = |A|/2
» idealmente deberiamos elegir v = median(A), pero...

m Elegimos un elemento aleatorio de A



Selection(A, k)
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Algoritmo de seleccion

v = A[random(1...|A])]

ALA,Ag = @
fori = 1to|A|
if A[i] <v
AL = AL UA[]
elseif A[i] == v
A, = A, U A[f]
else Agp = AR U A[/]
if kK < |AL]

return Selection(A,, k)
elseif kK > |A.| + |A/]

return Selection(Ag, k — |AL| — |A/])
else returnv



