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Árbol de cobertura mínima

Dado un grafo pesado G = (V , E)

◮ con con una función de “peso” w : E → Ò

Encontrar un sub-conjunto acíclico T ⊆ E

◮ un árbol

T “cubre” todo el grafo G (e.i., conecta todos los vértices)

◮ un árbol de cobertura

el peso total del árbol T es mínimo

w (T ) =
∑

(u,v) ∈T

w (u, v)

◮ un árbol de cobertura con peso mínimo, o “árbol de cobertura mínima”
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¿Funciona?
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Idea refinada

Generic-MST(G,w) 1 A = ∅

2 while A no sea un árbol de cobertura
3 identificar una arista segura e = (u, v)
4 A = A ∪ {e}

Invariante: A es un sub-conjunto de un árbol de cobertura mínima.

Una arista segura es aquella que mantiene el invariante

◮ e es tal que, si A es un sub-conjunto de árbol de cobertura mínima, entonces
A ∪ {e} es también un sub-conjunto de un árbol de cobertura.

◮ similar a la definición de un algoritmo voraz
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Algoritmo de Kruskal (1956)

◮ basado en el algoritmo genérico

◮ Construye un bosque A de forma incremental

Algoritmo de Prim (1957)

◮ basado en el algoritmo genérico

◮ Construye un árbol A de forma incremental
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3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Algoritmo de Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)
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Complejidad deMST-Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)



Complejidad deMST-Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)

El procedimientoMake-Set se ejecuta |V | veces (ciclo en las lineas 2–3)



Complejidad deMST-Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)

El procedimientoMake-Set se ejecuta |V | veces (ciclo en las lineas 2–3)

Ordenar E consume O( |E | log |E |) (linea 4)



Complejidad deMST-Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)

El procedimientoMake-Set se ejecuta |V | veces (ciclo en las lineas 2–3)

Ordenar E consume O( |E | log |E |) (linea 4)

El procedimiento Find-Set se ejecuta 2|E | veces



Complejidad deMST-Kruskal

MST-Kruskal(G,w) 1 A = ∅

2 for cada vértice v ∈ V (G)
3 Make-Set(v) // estructura para disjoint-set
4 ordenar E por peso w de forma ascendente
5 for cada vértice (u, v) ∈ E , seleccionado en orden ascendente de w

6 if Find-Set(u) , Find-Set(v)
7 A = A ∪ {(u, v)}
8 Union(u, v)

El procedimientoMake-Set se ejecuta |V | veces (ciclo en las lineas 2–3)

Ordenar E consume O( |E | log |E |) (linea 4)

El procedimiento Find-Set se ejecuta 2|E | veces

Union se ejecuta O( |E |) veces.



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)

a b c d

e f g h
1

4

3

2

31
2

1

1

11

3 1

2

Q = {(a, 0, ·), (b,∞, ·), (c,∞, ·), (d,∞, ·), (e,∞, ·), (f ,∞, ·), (g,∞, ·), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)
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Q = {(b,∞, ·), (c,∞, ·), (d,∞, ·), (e,∞, ·), (f ,∞, ·), (g,∞, ·), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)
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Q = {(e, 1, a), (f , 2, a), (b, 4, a) (c,∞, ·), (d,∞, ·), (g,∞, ·), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)
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Q = {(f , 2, a), (b, 4, a) (c,∞, ·), (d,∞, ·), (g,∞, ·), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)
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e f g h
1

4

3

2

31
2

1

1

11

3 1

2

Q = {(f , 1, e), (b, 4, a) (c,∞, ·), (d,∞, ·), (g,∞, ·), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)

a b c d
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Q = {(b, 4, a) (c,∞, ·), (d,∞, ·), (g,∞, ·), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)

a b c d

e f g h
1

4

3

2

31
2

1

1

11

3 1

2

Q = {(b, 1, f ), (g, 3, f ), (c,∞, ·), (d,∞, ·), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)
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Q = {(g, 3, f ), (c,∞, ·), (d,∞, ·), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)
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Q = {(c, 1, b), (g, 3, f ), (d,∞, ·), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)
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Q = {(g, 3, f ), (d,∞, ·), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)
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Q = {(d, 2, c), (g, 3, f ), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)
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Q = {(g, 3, f ), (h,∞, ·)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)

a b c d

e f g h
1

4

3

2

31
2

1

1

11

3 1

2

Q = {(g, 1, d), (h, 2, d)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)

a b c d

e f g h
1

4

3

2

31
2

1

1

11

3 1

2

Q = {(h, 2, d)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)

a b c d

e f g h
1

4

3

2

31
2

1

1

11

3 1

2

Q = {(h, 1, g)}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)

a b c d

e f g h
1

4

3

2

31
2

1

1

11

3 1

2

Q = {}



Algoritmo de Prim

MST-Prim(G,w, r) 1 for each vertex u ∈ V (G)
2 key [u] = ∞
3 π (u) = nil
4 key [r] = 0

5 Q = V (G)
6 while Q , ∅

7 u = Extract-Min(Q) //min by key [u]
8 for each v ∈ Adj [u]
9 if v ∈ Q ∧ w (u, v) < key [v]
10 π (v) = u

11 key [v] = w (u, v)

a b c d

e f g h
1

4

3

2

31
2

1

1

11

3 1

2

Q = {}
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