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Introduccién

Nuameros complejos

Definicidén

i = +/—1 se conoce como la raiz imaginaria

= Un ndmero de la forma a+ bi donde a y b son nimeros
reales, se conoce como un nimero complejo.

= La a se conoce como la parte real y la b se conoce como
la parte imaginaria del ndimero complejo.

» El conjunto de los complejos C se define como:

C={a+bilacR,beR;i?=-1}
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Nuameros complejos

Ejemplos de niimeros complejos
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Introduccién

Nuameros complejos

Ejemplos de niimeros complejos

m 5+4+3/,7+4i, —1—6i,5/,7
V=d=Va4. /-1=2i
V=25 =+/25-/—1=5i
V=12 =12 /=1 = /12i
a /11 =

n 1+

-
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Introduccién

Nuameros complejos

Ejemplos de niimeros complejos

s 54+3i,74+4i, -1 -6/, 5 7
» VA =V4/-1=2]

» V/—25=+25./—-1=5/
/12 = V12 /=1 =V12i
n /11 =11 /=1 =11/
» 14++/-8=
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Introduccién

Nuameros complejos

Ejemplos de niimeros complejos

= 5+3i, 7+4i, —1—6i,5i, 7
V—a=14 /-1=2i
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Im(z) = b.
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Introduccién

Algebra de los Niimeros Complejos

Notacion

= Todo nimero complejo z consta de dos componentes,
llamadas: parte real y parte imaginaria, dadas por a
y b respectivamente. Asi pues, tenemos Re(z) = a e
Im(z) = b.

= Ejemplo z = V2 +V3i
Su parte real es v/2 y su parte imaginaria es /3.

= Cuando no hay parte imaginaria, se denomina como un
complejo real (ej. z = /7).

= Cuando no hay parte real, se denomina como un imagi-
nario puro por ejemplo z = /5i.
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Introduccién

Nuameros complejos
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igualessiysélosia=cy b=d.
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Introduccién

Nuameros complejos

Igualdad de complejos

= Dos niimeros complejos zz = a+ bi y zo = ¢ + di son
igualessiysélosia=cy b=d.

s Ejemplo: Determinar el valor de a y de b si:
(a+6)+2bi=6—5i
Sia+6=6y2b=-5
entonces

a=0yb=—

Nl
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Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Suma de complejos

= Para sumar complejos hay que sumar las partes reales y
las partes imaginarias por separado. Formalmente. Sean
z1 = a1+ bii y 2o = a» + byi dos nimeros complejos.
Entonces |la suma de z; con z, z1 + z» es el nimero
complejo

721+ 2z0=(a1+a)+ (b1 + bo)i

Es decir, para sumar niimeros complejos simplemente se
suman sus componentes correspondientes.
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Operaciones con Complejos

Ejemplo: Suma de complejos

= Sumarzy =4—-8iy z=3+5i
Solucién:

z1+z= (4—8i)+(3+5i)
= (4+3)+(-8+5)i




Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Ejemplo: Suma de complejos

= Sumarz; =4—8iyz =3+5/

Solucién:
z1+z= (4—8i)+(3+5i)

= (4+3)+(-8+5)i
= 7-3i
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Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Resta de complejos

= Aligual que la suma la resta se realiza restando las partes
reales y las partes imaginarias por separado. Sean z; =
a1+biiy zo = ax+boi dos nimeros complejos. Entonces
la resta de z; con z, z1 — z» esta dada por

721+ 20 =(a1 — a) + (b1 — bo)i

Es decir, para restar nimeros complejos simplemente se
restan sus componentes correspondientes.

José Ortiz Bejar Ndmeros Complejos



Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Ejemplo: Resta de complejos

m Restar z7 =4 —-8iy 2 =345/




Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Ejemplo: Resta de complejos

m Restar z7 =4 —-8iy 2 =345/
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Operaciones con Complejos

Ejemplo: Resta de complejos

m Restar z7 =4 —-8iy 2 =345/

Solucién:

Z1 — 2p = (4—8/)—(3+5i)




Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Ejemplo: Resta de complejos

m Restar z7 =4 —-8iy 2 =345/

Solucién:

Z1 — 2p = (4—8/)—(3+5i)
= (4-3)+(-8-5)i




Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Ejemplo: Resta de complejos

m Restar z7 =4 —-8iy 2 =345/

Solucién:
Z1 — 2p = (4—8/)—(3+5i)

= (4—3)+(-8-5)i
= 1-13j
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Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Propiedades de la suma

Si z1, zo y z3 son dos niimeros complejos se tiene:

= Cerrado para la suma el resultadode z1 + 2y z1 — 2
son nimeros complejos
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Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Propiedades de la suma

Si z1, zo y z3 son dos niimeros complejos se tiene:

= Cerrado para la suma el resultadode z1 + 2y z1 — 2
son nimeros complejos

» Propiedad asociativa z; + (22 + z3) = (z1 + 22) + z3
= Propiedad conmutativa z; + 20 = 20 + z1

= Elemento neutro para 0 + 0/ se tiene

z+0 = (a+bi)+(04+0/) = (a+0)+(b+0)i = a+bi = z

= Opuesto si z = a+ bi su opuesto esta dado por —z es
decir —z = —a — bi. El opuesto satisface z + (—z) =
(=z)+z=0

. J
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Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Ejemplo

Usando las propiedades, es posible calcular expresiones com-
plicadas en donde aparezcan sumas y restas de complejos.
Calcule el resultado de

z = (5+12i) + (10 — 8i) + (6 + 3i) — (7 + 2i)
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Operaciones con Complejos

Ejemplo

Usando las propiedades, es posible calcular expresiones com-
plicadas en donde aparezcan sumas y restas de complejos.
Calcule el resultado de

z = (5+12i) + (10 — 8i) + (6 + 3i) — (7 + 2i)

—
asociativa
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Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Ejemplo

Usando las propiedades, es posible calcular expresiones com-
plicadas en donde aparezcan sumas y restas de complejos.
Calcule el resultado de

z = (5+12i) + (10 — 8i) + (6 + 3i) — (7 + 2i)
asociativa
=(5+12))+(10—-8i)+ (-1+1)

asociativa
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Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Ejemplo

Usando las propiedades, es posible calcular expresiones com-
plicadas en donde aparezcan sumas y restas de complejos.
Calcule el resultado de

z = (5+12i) + (10 — 8i) + (6 + 3i) — (7 + 2i)
asociativa
=(5+12))+(10—-8i)+ (-1+1)

asociativa

= (5—12i) + (9 —7i)
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Operaciones con Complejos

Operaciones con Complejos

Ejemplo

Usando las propiedades, es posible calcular expresiones com-
plicadas en donde aparezcan sumas y restas de complejos.
Calcule el resultado de

z = (5+12i) + (10 — 8i) + (6 + 3i) — (7 + 2i)

asociativa
=(5+12))+(10—-8i)+ (-1+1)
asociativa
= (5—12i) + (9 —7i)

=1445i
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Operaciones con Complejos

Ejercicios

P48+ (H+ 8+ (28+80)

Encontrar un ndmero complejo z con la condicién dada
1. z+(3+2/)=5+420/

2. i+(3+4i)=z

3. z4+(1+i)=18+6/

4. z+(5+ 50 =i

José Ortiz Bejar Ndmeros Complejos



Operaciones con Complejos

Producto de nimeros complejos

Multiplicacién

Sean z; = a+ bi y z = ¢ + di se define el producto como

71 - z0 = (ac — bd) + (ad + bc)i




Operaciones con Complejos

Producto de nimeros complejos

Multiplicacién

Sean z; = a+ bi y zp = ¢ + di se define el producto como

71 - z0 = (ac — bd) + (ad + bc)i

= |a expresidn anterior se obtiene de operar cada complejo
como expresiones algebraicas reales.

(a+ bi)(c + di)
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Operaciones con Complejos

Producto de nimeros complejos

Multiplicacién

Sean z; = a+ bi 'y zp = ¢ + di se define el producto como

71 - zp = (ac — bd) + (ad + bc)i

= La expresidn anterior se obtiene de operar cada complejo
como expresiones algebraicas reales.

(a+ bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi?
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Operaciones con Complejos

Producto de nimeros complejos

Multiplicacién

Sean z; = a+ bi y zo = ¢ + di se define el producto como
71 -z = (ac — bd) + (ad + bc)i

= |a expresidn anterior se obtiene de operar cada complejo
como expresiones algebraicas reales.

(a+ bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi?
= (ac — bd)+ (ad + bc) i
SN——— SN———

parte real parte imaginaria
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Operaciones con Complejos

Multiplicacion de complejos

1. Dados z =6+ 2/ y zo = 3+ 5/ calcular z; - 2
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Operaciones con Complejos

Multiplicacion de complejos

1. Dados z3 =6+ 2iy zo =3 + 5/ calcular z; - z

z21-22=(6x3—-2x5)+(6x5+2x3)i =8+ 36/
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Operaciones con Complejos

Multiplicacion de complejos

Ejemplos

1. Dados z; =6+ 2iy zo =3+ bi calcular z; - z
721-22=(6x3—-2x5)+(6x5+2x3)i =8+ 36/

2. Dados z; =8y zp = 3+ 5/ calcular z; - z
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Operaciones con Complejos

Multiplicacion de complejos

Ejemplos

1. Dados z; =6+ 2iy zo =3+ 5i calcular z; - z
71 22=(6x3—-2x5)+(6x5+2x3)i =8+ 36/
2. Dados zz =8y zp = 3+ 5/ calcular z; - z

7120 = +8(3+5i) = 24 + 40i
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Operaciones con Complejos

Producto de complejos

Si z1, z» y z3 que son nimeros complejos se tiene:

= Cerradura el resultado de z; - 2o es un nimero




Operaciones con Complejos

Producto de complejos

Si z1, z» y z3 que son nimeros complejos se tiene:
= Cerradura el resultado de z; - 2o es un nimero

» Propiedad asociativa z; - (z - z3) = (21 - ) - z3




Operaciones con Complejos

Producto de complejos

Si z1, z» y z3 que son nimeros complejos se tiene:
= Cerradura el resultado de z; - 2o es un nimero
» Propiedad asociativa z; - (z - z3) = (21 - ) - z3

= Propiedad conmutativa z; - 20 =z - 1




Operaciones con Complejos

Producto de complejos

Si z1, z» y z3 que son nimeros complejos se tiene:
= Cerradura el resultado de z; - 2o es un nimero
» Propiedad asociativa z; - (z - z3) = (21 - ) - z3
= Propiedad conmutativa z; - 20 =z - 1

= Elemento neutro el elemento neutro es 1. Se tiene

z+0=(a+bi)-1=(a-1)+(b-1)i=a+bi=z
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Operaciones con Complejos

Producto de complejos

Propiedades (Cont.)

Si z1, 20 y z3 que son ndmeros complejos se tiene:

= Inverso si z = a + bi es un complejo distinto de 0, el
inverso z~1 es otro niimero complejo tal que




Operaciones con Complejos

Producto de complejos

Propiedades (Cont.)

Si z1, 20 y z3 que son ndmeros complejos se tiene:

= Inverso si z = a + bi es un complejo distinto de 0, el
inverso z~1 es otro niimero complejo tal que

= Propiedad distributiva

2 (n+zn)=z21-20+21-23

(21+22)‘Z3221-Z3+22'Z3
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Operaciones con Complejos

Operaciones con complejos

El conjugado

Si z = a+ bi es un nimero complejo, entonces el Conjugado
de z, denotado por Z, es otro complejo definido como

Z=a—bi

m Siz=347i entonces z=3 —7i

m Siz=2-9/, entonces z=2+ 9/
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Operaciones con Complejos

Operaciones con complejos

El Mddulo

Si z = a+ bi es un niimero complejo, entonces el Mddulo de
z, denotado por |z|, es un ndmero real definido como

|z| = Va2 + b?

El médulo puede definirse en funcién de Z como

|z| = VzZ
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Operaciones con Complejos

Operaciones con complejos

Propiedades de médulo

Si z1, z» y z3 que son ndmeros complejos se tiene:
" [z| >0

|z| =0 siysolosiz=0

|z1 + 22| < |z1] + | 2|

|21 - 22| = |z1| - |22]

27 = ||
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Operaciones con Complejos

Producto de nimeros complejos

Division

Sean z; y z» son nimeros complejos y z» # 0 el producto se

define como _ _
4 z1 22 z1 22

z zn zn  |n?




Operaciones con Complejos

Producto de nimeros complejos

Division

Sean z; y z» son nimeros complejos y z» # 0 el producto se
define como

z1 1 2 1D

z zn zn  |n?

= Para dividir dos niimeros complejos z1 y zp, primero se

multiplica z; por el conjugado de z y el resultado se
divide entre el mdédulo al cuadrado de z, el cudl es un

numero real.
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Operaciones con Complejos

Producto de nimeros complejos

Ejemplo division

Sean z; =3+ 4iy zp =2+ 3i calcular %

z1 3440 2-3i
z 2+3i 2-3i
_ (3+4i)(2-30)
22 +32
(6 +12) + (=9 + 8)i
11

18 — i
11
18 1.

I
11 11
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Operaciones con Complejos

Ejercicios

1. Dados z; =142/, z2=54+3iy zz3 =4+ i calcular

1) z1- 2z

2) Z2 - Z3

3) z1-22- 273
4) %

5 Lz

6) 321 — 222
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Operaciones con Complejos

Ejercicios

1. Para z; =1 —5iy zp = 2 + 4i verificar la relacién

)ﬂ‘:@

22 22

2. Determinar el nimero complejo z tal que
(7+2i)z+ (24 3i) =18+ 10/

3. Encontrar un nimero complejo z que mdédulo sea igual a 5y
su parte real igual a 3.

4. Encontrar un nimero complejo z tal que z2 = —7 +24i y su
parte real sea el doble de su parte imaginaria.
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