JFIE*  Definicidn de desigualdad

Desigualdad es una relacidon de orden que se da entre dos valores
cuando estos son distintos (en caso de ser iguales, lo que se tiene es
unaigualdad).

Simbolo Significado

> Mayor que
> Mayor que o igual a
< Menor que
< Menor que o igual a

Tabla simbolos desigualdades

<>




FIE’ Definicion de desigualdades
] 1 7
entre dos numeros reales

Una desigualdad plantea que una expresion es menor que otra. La
recta de los numeros reales es Util para demostrar relaciones de orden
entre dos numeros reales a y b. Como se muestra en la figura.

a<p

Figura. recta a-b.
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Ejemplo
desigualdades

. . 22
Usando la relacién de orden mayor que, compare los nimeros reales 7y 5.

Solucion A partirde 7 = 3.1415... y 272 = 3.1428..., tenemos que

22

2 _ = (3.1428...) — (3.1415...) = 0.001....

; : i ; 22
Puesto que esta diferencia es positiva, concluimos que 5 > r.
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FIE Intervalo

En matematica, un intervalo es una porcion de recta.

El intervalo de una variable se le denomina al conjunto de valores
gue puede tomar una variable, los extremos del intervalo pueden
ser o no ser tomados, esto depende de las condiciones que se le
apliguena la variable.

]
4

-5

Figura. Ejemplos de intervalos
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Ejemplo 1 Intervalos

Resuelva 8x + 4 < 16 + 5x. 8x +4 < 16 + 5x
8x +4 —4<16+ 5x — 4
8x < 12 + 5x
8x — 5x <12 + 5x — 5x
3x <12
()3 < ()12
x < 4.

{x|xesreal y x < 4}

a) (—=, 4)

< > Recta de la solucién del problema 1



Tipos y equivalencia con

desigualdades

Notacion
Desigualdad Conjunto solucién de intervalos Nombre Grifica
a<x<b {x|a<x<b} (a, b) Intervalo abierto ( 3
AN Iy
a b
a=x=b {x|a=x=b} la, b] Intervalo cerrado [ 1
L 1
a b
a<x=b {x|a<x=b} (a, b] Intervalo semiabierto { 1
A" |
a b
a=x<b {x|a=x<b} la, b) Intervalo semiabierto [ \
r 7
4 a b
a<x (xla<x<w) (a, ) P
.
[r3
x<bh {x| - < x < b} (—e=, b)
— )
Intervalos b
x=b {x| —=<x=b} (—ee, b no acotados 4 ]
o infinitos < ;j
a=x xlasx<w} | la®) [
L
i
—o0 < x < @ {ﬂ—m{x{m} (—ee, ) <

Tabla. Desigualdades e intervalos




L-%. Propiedades de IaS deSiguaIdadeS

En palabras simples la ley de tricotomia dice que el conjunto de los
numeros reales esta totalmente ordenado; esto significa que cualquier
par de numeros reales son comparables con respecto al orden. Es decir,
para cualesquiera dos niumeros reales ay b se tiene forzosamente una
de tres posibilidades: a>b, a<b o a=b.

a<=b, a=b 0 a=bh

Figura. ley tricotomia
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LB L_Fk Propiedades de las desigualdades

Transitividad
Para numeros reales arbitrariosa, by c:
Sia>byb>centoncesa > c.
Sia<byb<centoncesa<c.

Sia>byb=centoncesa > c.
Sia<byb=centoncesac<c.
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L_Fk Propiedades de las desigualdades

Adicidny sustraccion
Para numeros reales arbitrariosa,b y c:

Sia<bentoncesa+c<b+cya-c<b-c.
Sia>bentoncesa+c>b+cya-c>b-c.
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Lk Propiedades de las desigualdades

Multiplicaciony division
Para numeros reales arbitrariosay b, y c diferente @

Si c es positivoy a < b entoncesac< bcya/c <b/
Si c es negativoy a < b entoncesac >bcya/c>b/

Opuesto
Para numeros reales arbitrariosay b:

Sia< b entonces -a > -b.
Sia> b entonces -a < -b.
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L_k Propiedades de las desigualdades

Reciproco
Para numeros reales a y b distintos de cero, ambos positivos o

Sia< b entonces 1/a > 1/b.
Sia> b entonces 1/a <1/b.

Siay b son de distintosigno:

Sia<bentonces 1/a <1/b.
Sia> b entonces 1/a > 1/b.

<>




Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real a coincide con él mismo si es
positivo 6 0, y esigual a su opuesto si es negativo.Se representa por |a].

El concepto de distancia de un punto en la recta numeérica al origen se
describe mediante la nocion del valor absolutode un nimero real.

Para cualquier nimero real a, el valor absoluto de a, denotado por |a|, es

a, sl = 0,
al = .
—d, sia < (.
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Valor absoluto

De forma mas precisa, como se muestra en la figura, para cualquier numero real
positivox, la distanciadel punto x al origen es x, pero para cualquiernumero
negativoy, la distanciadel punto y al origen es -y.

y X

A

\f
®

0

La distancia de 0 a x es x; la distanciade Oay es -y

K B

= 9~

<>




\ 0

Sean x y y nimeros reales. Entonces

) |x|=0

i) |x|=|—x|

V) a =M,cony#&0
vyl

<>

ii)

v)

Vi)

Propiedades del Valor absoluto

x|=0siysélosix =10
xy|=|x|[y|

x+y|=|x[+]y]




Ejemplo 1 Valor absoluto

Halle|x — 6|sia) x> 6,b)x =6yc) x <6.

Solucién

a) Six > 6, entonces x — 6 es positivo. Luego, de la definicion de valor absoluto en |
concluimos que|x — 6| =x — 6.

b) Six = 6, entonces x — 6 = 0; luego,|x — 6|=|0|= 0.

¢) Six < 6,entonces x — 6 es negativo y tenemos que |x — 6= —(x — 6) =6 — x.

<>



Ejemplo 2 Valor absoluto

Resuelve las siguientes desigualdades

a)
b)
c)

<>

2-2|=
2-6|=
2|—|-5

0|=0 «de(2,0=0

—4 | = —(—4)=4 <« de(2),-4<

=2—[—(-5)]=2-5=-3

0

«—de (2), -5<0




Ejemplo 3 Valor absoluto

Halle | V2 - 3|.

Solucion Para hallar | V2 — 3 | primero debemos determinar si V2 — 3 es positivo o
negativo. Como V2 = 1.4, vemos que V2 — 3 es un nfimero negativo. Por tanto,

|'\/§ -3|= —(V2-3)=—-V2+3 « Aquf seusalaley distributiva
=3 - V2.

<>




Ejemplo 4 Valor absoluto

Resuelve.

Como 3 y V2 son niimeros positivos,
3|]=3 y |V2|=V2

Pero como —3 y —V/2 son niimeros negativos, es decir, —3 < 0y —V2 < 0, deducimos
de (2) que

|=3|=-(=3)=3 y |-V2|=-(-V2)=V2.

<>




<>

Distancia entre puntos.

Distancia entre puntos El concepto de valor absoluto no sélo describe
la distancia de un punto al origen; también es util para hallar la distancia
qgue hay entre dos puntos en la recta numérica. Puesto que deseamos
describir la distancia como una cantidad positiva, restamos una
coordenada de la otra y luego obtenemos el valor absoluto de Ia
diferencia

dla, b) = b - al

: . d(a,b) =|b— a|
a b




Ejemplos Distancia.

a) Ladistanciade —5 a2 es

b) La distanciade 3 a'V2es
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Ejemplos Distancia.

a) Ladistanciade —5 a2 es

d(—=5,2) =2 -(=9)|=|7|=T.

b) La distanciade 3 a'V2es
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Ejemplos Distancia.

a) Ladistanciade —5 a2 es

d(—=5,2) =2 -(=9)|=|7|=T.

b) La distanciade 3 a'V2es

d3,V2)=|V2-3|=3-V2.
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@& [FIE” Propiedades del Valor absoluto
Coordenada del punto medio

Coordenadadel punto medio sirve para hallar una expresién para el
punto medio de un segmento de recta. El punto medio m de un
segmento de recta queuneaayb es el promedio de los dos extremos:

a+ b
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. . Ei :
) L_Fk jemplo Punto medio

Punto medio

El segmento de recta que une a a y b tiene punto medio m = 4. Si la distanciade aa b es
de 7, hallea y b.

<>




Punto medio
El segmento de recta que une a a y b tiene punto medio m = 4. Si la distanciade aa b es

de 7, hallea y b.

I
a-..t::-u._p-

.—E.ﬂ-\.
3

I = d(a, m) = d(m, b).

<>




. . Ei :
) L_Fk jemplo Punto medio

Punto medio

El segmento de recta que une a a y b tiene punto medio m = 4. Si la distanciade aa b es
de 7, hallea y b.

I
a-..t::-u._p-

.—E.ﬂ-\.
3

I = d(a, m) = d(m, b).

Pnrtantn,ZIz7032%.Ahnratenemnsqueazx#—;:éyb=4+;: 5.
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Teoremas para la solucion de
desigualdades

Definimos las relaciones de orden como “mayor que” y “menor que” y vimos
como interpretarlas en la recta de los numeros reales. En esta seccidén nos
interesa resolver varios tipos de desigualdades (o inecuaciones) con una
variable x. Si un niumero real se sustituye por la variable x en una desigualdad
como.

3x—T>=4

<>



i Operaciones que producen
ey =" desigualdades equivalentes.

Supdngase que ay b son numerosrealesy ¢ es un numero real
distintode cero. Entonces, la desigualdad a,b es equivalentea

) atc<b-+c
ii) a-c<b-c, para c >0

iii) a-c>b-c, para c <0
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Demostracion i)

Para demostrar el inciso i), partimos del supuesto que a < b. Entonces, de la definicién
2.2.1 se desprende que b — a es positivo. Si sumamos ¢ — ¢ = 0 a un nimero positivo, la
suma es positiva. Por tanto,

b—a=b—a+ (c—rc)
=b+c—a-—c

=(b+c)—(a+c)

es un nimero positivo. En consecuencia, tenemos quea + ¢ < b + ¢

<>




Operaciones que producen
desigualdades equivalentes.

) atc<b-+c
ii) a-c<b-c, para c>0

iii) ac>b-c, para c <0

Las propiedadesi) y iii) también son verdaderas con > en lugarde,
y<, <enlugarde>.También pueden formularse paralas
relacionesde orden sy 2.
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Advertencia.

La propiedadiiii) se olvidaa menudo al resolver desigualdades.

Expresada con palabras, la propiedad.

iii) postula que Si una desigualdad se multiplica porun niumero negativo, la
direccion de la desigualdad se invierte.

Por ejemplo, si multiplicamos la desigualdad —2 < 5 por —3, el simbolo menor que cambia
al simbolo mayor que:

—2(—=3)>=5(-3) o 6=-15

<>




Ejercicios.

Dejamos la comprobacionde ii) y iii) como ejercicios

ii) a-c<b-c, para c>0

iii) a-c>>b-c, para c <0

<>



Notacion de intervalos

Notacion
Desigualdad Conjunto solucion | de intervalos Nombre Grifica
a<x<b {x|a<x<b} (a, b) Intervalo abierto { \
N 7
a b
a=x=b {x|]a=x=b} [a, b] Intervalo cerrado [ 1
C 1
a b
a<x=b [x|la<x=b} (a, b] Intervalo semiabierto ( 1
AN 1
a b
a=x<b {x|a=x<b} la, b) Intervalo semiabierto [ \
C 7
’ a b
a<x {x|a <x <} (a, ) /
<
a
x<b {x| —oo <x<b} (—oo, b) \
~€ 7
Intervalos b
x=b {x| —o <x=b} (—oo, b] no acotados 4 1
o infinitos ~€ é
a=zx {x|a=x<x} [a, =) [
C
a
—n <y <®© {x] —o0 <x <o} (—oo, ) | -




& Resolucion de desigualdades lineales

Cualquierdesigualdad que pueda escribirse de una de las formas

ax+b<0, conax+b=0

ax+b=0, conax+b=0

donde a y b son numeros reales, se llama desigualdad lineal en |a variable x.

<>




Ejemplo desigualdades lineales

I*:JIU‘1

1
Resuelva; — 3x =

<>



<>

I*:JIU‘1

- ars3
—3+3—3x=—5+3
—3x <3
—3x=2
(—5)(=3x) = (—3)2

x = —%




<>

1 5
Resuelva; — 3x =5 1 _

£)
S
4"
7
-
"
B
<
s
V
|
L3 bd

Recta de la solucién del problema 2




Desigualdades simultaneas

Una desigualdaddelaforma g<x<5b

se denomina en ocasiones desigualdad simultanea porque el numero x
esta entre losnumerosayb

<>




L_F% Desigualdades simultaneas

Una desigualdad de la forma a<x<25

se denomina en ocasiones desigualdad simultanea porque el numero x
esta entre losnumerosayb

] ——

- ) (~<2, 5)

1 | | |
T [ H—H 1 [

0 2 2, 5) 5

Solucion grafica de desigualdad
simultanea.

<>




Ejemplo 1 Desigualdades
simultaneas

Resuelva — 7 = 2x + 1 < 19. Dé€ las soluciones en notacién de intervalo y trace la grafica
correspondiente.

<>



Ejemplo 1 Desigualdades
simultaneas

Resuelva — 7 = 2x + 1 < 19. Dé€ las soluciones en notacién de intervalo y trace la grafica
correspondiente.

Solucién Obtenemos desigualdades equivalentes como sigue:

—T=2x+1<19

-7 —-1=2x+1-1<19-1
—8=2x<18

(2)(—8) = (3)2x < (3)18
—4 =x<9,

<>



Ejemplo 2 Desigualdades
simultaneas

Resuelva —1 < 1 — 2x << 3. D€ las soluciones en notacion de intervalos y trace la grifica
respectiva.

Solucion Debe explicar por qué las siguientes son desigualdades equivalentes:

<>




Ejemplo 3 Desigualdades
simultaneas

A la sefiora Juana se le pagan $15 000 al afilo mas una comisién de 8% sobre
sus ventas.

¢Qué ventas anuales corresponderian a un ingreso anual entre $23 000 y $27
0007

<>




Ejemplo 3 Desigualdades
simultaneas

A la sefiora Juana se le pagan $15 000 al aflo mas una comisién de 8% sobre
sus ventas.

¢Qué ventas anuales corresponderian a un ingreso anual entre $23 000 y $27
0007

Solucion Si  x representa la cantidad en dinero de las ventas anuales de la
sefiora Juana, entonces 15 000 + 0.08x es igual a su ingreso anual. Por
tanto, queremos hallar x tal que
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Ejemplo 3 Desigualdades
simultaneas

A la sefiora Juana se le pagan $15 000 al aflo mas una comisién de 8% sobre
sus ventas.

¢Qué ventas anuales corresponderian a un ingreso anual entre $23 000 y $27
0007

Solucion Si  x representa la cantidad en dinero de las ventas anuales de la
sefiora Juana, entonces 15 000 + 0.08x es igual a su ingreso anual. Por
tanto, queremos hallar x tal que

23 000 = 15000 + 0.08x = 27 000

<>




Ejemplo 3 Desigualdades
simultaneas

Resolvemos esta desigualdad como sigue:

<>




Ejemplo 3 Desigualdades
simultaneas

Resolvemos esta desigualdad como sigue:

8 000 = 0.08x = 12 000
(*57)8 000 = (*57)(0.08)x = (*§°)12 000
100 000 = x = 150 000.

<>




Ejemplo 3 Desigualdades
simultaneas

Resolvemos esta desigualdad como sigue:

8 000 = 0.08x = 12 000
(*57)8 000 = (*57)(0.08)x = (*§°)12 000
100 000 = x = 150 000.

Asi, las ventas anualesde la sefiora Johnson deben estar entre $100 000 y
$150 000 para que su ingreso anual oscile entre $23 000 y $27 000.

<>




[FIE* Desigualdades de valor absoluto

Muchas aplicaciones importantes de las desigualdades implican también
valores absolutos. Recuerde que representa la distancia a lo largo de la recta
numeérica desde x hasta el origen.

<>




&' Desigualdades de valor absoluto

Muchas aplicaciones importantes de las desigualdades implican también
valores absolutos. Recuerde que representa la distancia a lo largo de la recta
numeérica desde x hasta el origen.

lxl < a
—a 0 a

a) La distancia entre x y 0
es menor que a

x| > a
- }— —
—a 0 a

b) La distancia entre x y 0

< > es mayor que a




B Teorema Desigualdades de valor
By = absoluto

Estas observaciones geométricas indican la interpretacidon siguiente de dos
clases de desigualdades de valorabsoluto.

i) |[x|<asiysblosi —a<x<a.

i) |x|>a siysblosix<—a o x>a.

<>




P Ejemplo 1 Desigualdades de valor
absoluto

Resuelva las desigualdades a) (x| <1 b)|x|=5.

Solucion a) Segtin i) del teorema 3.6.2, la desigualdad | x| < 1 equivale a la desigualdad
simultdnea —1 < x < 1. Por tanto, el conjunto solucién de | x | < 1 es el intervalo

(—1, 1).

b) Segiin ii) del teorema 3.6.2, la desigualdad | x| = 5 equivale a la pareja de desigualdades:
x = —5 0 x = 5. Por consiguiente, | x| = 5 se satisface para nimeros dentro del intervalo
(—oe, —5] o del intervalo [5, o). =

(=, =51 U [5, =).
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P Ejemplo 2 desigualdades de valor
- absoluto

Resuelva |3x — 7| < 1 y grafique el conjunto solucién.

<>




P Ejemplo 2 desigualdades de valor
absoluto

Resuelva |3x — 7| < 1 y grafique el conjunto solucién.

Solucidn  Si sustituimos x por 3x — 7 y a por el ndmero 1, la propiedad i) del teorema
3.6.2 produce la desigualdad simultinea equivalente

<>




S B Ejemplo 2 desigualdades de valor
by T absoluto

Resuelva |3x — 7| < 1 y grafique el conjunto solucién.

Solucidn  Si sustituimos x por 3x — 7 y a por el ndmero 1, la propiedad i) del teorema
3.6.2 produce la desigualdad simultinea equivalente

—1<3x-—-7<1

Para resolver comenzamos por sumar 7 en las desigualdades:
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S B Ejemplo 2 desigualdades de valor
by T absoluto

Resuelva |3x — 7| < 1 y grafique el conjunto solucién.

Solucidn  Si sustituimos x por 3x — 7 y a por el ndmero 1, la propiedad i) del teorema
3.6.2 produce la desigualdad simultinea equivalente

—1<3x-7<1
Para resolver comenzamos por sumar 7 en las desigualdades:

1+7<3x—-7+7<1+7
6<<3x<8

Al multiplicar la dltima desigualdad por é se obtiene
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S B Ejemplo 2 desigualdades de valor
by T absoluto

Resuelva |3x — 7| < 1 y grafique el conjunto solucién.

Solucidn  Si sustituimos x por 3x — 7 y a por el ndmero 1, la propiedad i) del teorema
3.6.2 produce la desigualdad simultinea equivalente

—1<3x-7<1
Para resolver comenzamos por sumar 7 en las desigualdades:

1+7<3x—-7+7<1+7
6<<3x<8

Al multiplicar la dltima desigualdad por é se obtiene

(3)6 < (3)3x < (3)8
2 <x<?.
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S B Ejemplo 2 desigualdades de valor
by T absoluto

Resuelva |3x — 7| < 1 y grafique el conjunto solucién.

Solucidn  Si sustituimos x por 3x — 7 y a por el ndmero 1, la propiedad i) del teorema
3.6.2 produce la desigualdad simultinea equivalente

—1<3x-7<1
Para resolver comenzamos por sumar 7 en las desigualdades:

1+7<3x—-7+7<1+7
6<<3x<8

Al multiplicar la dltima desigualdad por é se obtiene

(3)6 < (3)3x < (3)8
2 <x<?.

S B
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S B Ejemplo 2 desigualdades de valor
by T absoluto

Resuelva |3x — 7| < 1 y grafique el conjunto solucién.

Solucidn  Si sustituimos x por 3x — 7 y a por el ndmero 1, la propiedad i) del teorema
3.6.2 produce la desigualdad simultinea equivalente

—1<3x-7<1
Para resolver comenzamos por sumar 7 en las desigualdades:

1+7<3x—-7+7<1+7
6<<3x<8

Al multiplicar la dltima desigualdad por é se obtiene

(3)6 < (3)3x < (3)8
2 <x<?.

S B
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Eir- Ejemplo 3 Desigualdades de valor
e absoluto

Resuelva|3x — 4|= 0.

Solucién Como el valor absoluto de una expresién nunca es negativo, los tinicos valores
que satisfacen la desigualdad dada son aquellos para los cuales
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P Ejemplo 3 Desigualdades de valor
absoluto

Resuelva|3x — 4|= 0.

Solucién Como el valor absoluto de una expresién nunca es negativo, los tinicos valores
que satisfacen la desigualdad dada son aquellos para los cuales

3x—4|=0 o 3x—4=0

: : . 4
Entonces, el conjunto solucién consta del nimero ;.
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P Ejemplo 3 Desigualdades de valor
absoluto

Resuelva|3x — 4|= 0.

Solucién Como el valor absoluto de una expresién nunca es negativo, los tinicos valores
que satisfacen la desigualdad dada son aquellos para los cuales

3x—4|=0 o 3x—4=0

: : . 4
Entonces, el conjunto solucién consta del nimero ;.

x—bl<a
d a
A A
/ LY, %
I

b—a b b+ a

La distancia entre x y b es menor que a
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P Ejemplo 4 Desigualdades de valor
absoluto

Halle una desigualdad de la forma |x — b | < a cuyo conjunto solucién sea el intervalo
abierto (4, 8).
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P Ejemplo 4 Desigualdades de valor
absoluto

Halle una desigualdad de la forma |x — b | < a cuyo conjunto solucién sea el intervalo
abierto (4, 8).

4+ 8

2
punto medio m y uno de los extremos del intervalo es d(m, 8) = |8 — 6| = 2. Por tanto,
como b = 6 y a = 2, la desigualdad requeridaes |x — 6| < 2.

Solucién El punto medio del intervalo (4, 8) es m = = 6. La distancia entre el

<>



Conclusion

Las desigualdades modelan problemas que tienen un rango de
respuestas validas. Pueden ser descritas en la recta numérica, y
pueden ser manipuladaspara simplificarlas o resolverlas.




