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Introduccién a las matrices

El método de resolucidn, y la resolucién misma de un sistema
de ecuaciones lineales, no depende de ninguna manera de los
simbolos que se usen como variables. Ya hemos resuelto el
siguiente sistema de 3 ecuaciones con 3 variables:

x+2y+ z=-6
dx — 2y — z=—4
xr— y+3z=19

José Ortiz Bejar Matrices y Determinantes



Matrices y Determinantes

Introduccién a las matrices

La solucién es x = =2, y = =5, z = 6 o como tripleta
ordenada: (—2, —5, 6). Esta misma tripleta ordenada también
es una solucién de las siguientes ecuaciones (note que solo se
renombran las varibles).

w+2v+ w=—=6 r+2s+ t=—H
duy —2v— w=—4 ¥ dr — 25 — t= —4
2u— v+ 3iw=19 2r— s+ 3t=19
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Introduccién a las matrices

La solucidon de un sistema de ecuaciones lineales depende

solamente de los coeficientes y constantes que aparecen en el
sistema y no de los simbolos que se utilizan para representar
las variables. Podemos arreglar los coeficientes como sigue:

1 2 1 -6
4 -2 -1 -4/
2 -1 i 19
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@ Donde la primera, segunda y
tercera columnas representan los
coeficientes de x, y vy z,
respectivamente, y la dltima

columna estad formada por las 1 2 1 -6
constantes a la derecha del signo 4 -2 -1 -4
de igualdad. 7 -1 3 19

@ Antes de examinar esta idea
necesitamos desarrollar un sistema
matematico cuyos elementos sean
arreglos ordenados de niimeros.
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Una matriz A es un arreglo ordenado rectangular de niimeros:

Gy &yttt gy
A=| =
l"zrwl ﬂm.z ﬂm’.‘
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Terminologia

@ Si hay m filas y n columnas, decimos que el orden de la
matriz es m X n, y si n # m nos referimos a ella como
matriz de m por n o, simplemente, como matriz
rectangular.

@ Una matriz n x n se llama matriz cuadrada y se dice
que es de orden n.

@ La entrada, o elemento en la i-ésima fila y en la j-ésima
columna de una matriz A de m X n se representa como
ajj. Asi, la entrada, por ejemplo, en la tercera fila y la
cuarta columna de una matriz A es as4.

José Ortiz Bejar Matrices y Determinantes



Matrices y Determinantes

Ejemplo 1: Orden

A continuacién se muestran algunos ejemplos de matrices.

@ La matriz A es de 2 x 3, mientras que B esde 3 x 1

-1

12 3
A= B=| 0
[4 5 EJ ! [ l]

@ Una matriz cuadrada de 2 x 2 (también se denomina como de
segundo orden)

-4 3

-3 w
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Notacidon matricial

@ Una matriz de 1 x n consta de una fila y n columnas y
se llama matriz fila o vector fila.

@ Por otra lado, una matriz de m x 1 tiene m filas y una
columna; y se denomina matriz columna o vector
columna.

@ Para ahorrar tiempo y espacio al escribir es conveniente
usar una notacion especial para una matriz general.
Una matriz A de m x n suele escribirse abreviadamente
como A = (aif) mxn
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Ejemplo 2: Construya una matriz

Construya una matriz A = (a)3x2 si a;; = i +j para cada i
posicién i vy j.
@ Para obtener la entrada de la primera fila y la primera
columnaseai=1yj=1;estoesall=1+1=2. El
resto de las entradas se obtienen de manera similar:
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Ejemplo 2: Construya una matriz

Construya una matriz A = (a)3x2 si a;; = i +j para cada i
posicién i vy j.
@ Para obtener la entrada de la primera fila y la primera
columnaseai=1yj=1;estoesall=1+1=2. El
resto de las entradas se obtienen de manera similar:

1+1 1+2 2 3
A=|2+1 24+2|=[|3 4|
3+1 3+12 4 5
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Diagonal principal

Las entradas donde i = j (a11,a22,833...3pn €N UNa ma-
triz cuadrada se dice que forman la diagonal principal. Por
ejemplo, en las siguientes matrices las entradas de la diagonal
principal se muestran resaltadas en rojo.

2 4 6 6 s
A=| 5 6 0 B =
¥ | 8 3]
-2 7 9
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Igualdad de matrices

@ Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y si
sus correspondientes entradas (para cada ij) son iguales

® Si A= (ajj)mxn Y B = (Bjj)mxn, entonces A= B si y
solo si aj; = bjj para toda / y toda j.
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Ejemplo 3: Igualdad de dos matrices

A continuacién se muestran algunos ejemplos relativos a
igualda de matrices.

1 3 2 3] [@w 05 4 -3
0 -7 V2 4+1]_[u (—Dr V2 5]
1
1

[1 2 3]%[ 2 3]
pero 4 0 1 0 4

—
—
—_—

| I
i

—_—

(S —

[ I—
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Ejmplo4: Ecuacién matriz

Determine los valores de x y y para las dos matrices sean

iguales.
-1 2] _[2y+1 2
x 0 8 o)
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Ejmplo4: Ecuacién matriz

Determine los valores de x y y para las dos matrices sean

iguales.
-1 2] _[2y+1 2
x 0 8 o)

@ lgualamos las entradas correspondientes. Tenemos
—1=2y+1yx3=38.

@ Resolviendo las ecuaciones obtenemos y = —1 y x = 2.
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Matriz transpuesta

La transpuesta de una matriz A de m X n es la matriz AT
dada por;

dyy  dy )
'I:I'I ol 'I:I'I'I I'.I i
ol -
'ﬂ'l.n ﬂ:"l II'-'I:.l1|l1
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Ejemplo 5: Matriz transpuesta

Obtenga la matriz transpuesta de

3 2 -1 10
ajA=|6 3 2 9lyb)B=[5 3]
2 1 4 B

José Ortiz Bejar Matrices y Determinantes



Matrices y Determinantes

Algebra de matrices

@ En dlgebra comin, damos por sentado el hecho de que
cualquier par de niimeros reales pueden sumarse,
restarse y multiplicarse.

@ En algebra de matrices, sin embargo, dos matrices
pueden sumarse, restarse y multiplicarse sélo en ciertas
condiciones.
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Suma de dos matrices

Si A = (ajj)mxn Y B = (bjj)mxn entonces una suma esta
dada por:

A+ B = (a,-j + bij)mxn
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Ejemplo 6: Suma de dos matrices

Sumar las siguientes matrices.

@ Como las dos matrices son de 2 x 3 es posible realizar
la operacién

L[tz o s 313
7 3 -4 ¥ “1-5 0 6
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Ejemplo 6: Suma de dos matrices

Sumar las siguientes matrices.

@ Como las dos matrices son de 2 x 3 es posible realizar
la operacién

L[tz o s 313
7 3 -4 ¥ “1-5 0 6

A;B_' 1+3  2+1 U:—3]_[¢ 3 3]
' T+(=5) 3+0 —-4+6 2 3 2/
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Ejemplo 7: Suma de dos matrices

Si las matrices A y B son de diferente orden no pueden su-

marse.
@ Como Aes2 x 3y Bde?2x 2, nopodemos sumarlas.

o102 {}] g3 7]

T2 ¥ "9 1.
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Asociatividad y conmutatividad

Se deduce directamente de las propiedades de los nimeros
reales y de la definicién de la suma que la operacidn de adicién
en el conjunto de matrices de mXn satisface las siguientes dos
propiedades conocidas:

Ley conmutativa: A+ B =B+ A

Ley asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C
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Identidad aditiva

@ Una matriz cuyas entradas son ceros en su totalidad es
una matriz cero y se simboliza con O.

@ Si Ay O son ambas matrices de m x n, entonces
tenemos que A+ 0 = 0+ A = A para cada matriz A de
m X n.

@ Decimos que la matriz cero O de m x n es la identidad
aditiva del conjunto de matrices de m x n. Por ejemplo,
para el conjunto de matrices de 3 x 2, la matriz cero es.
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Identidad aditiva

@ Por ejemplo, para el conjunto de matrices de 3 x 2, la
matriz cero es.

0o o
=10 0
0 o]
iy Gy LU 00 fay,,  ap dy dpz
¥ iy Gn |+ (0 O)=]0 0|+ |ay an|=|da, an|
g3 a3 0 o o0 Ly sz i3 i
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Producto escalar

@ En el estudio de matrices, los ndmeros reales se llaman
escalares.

@ Si k es un ndmero real, el producto escalar de una
matriz a y un ntmero real k es la matriz kA

o Cada entrada en kA sera igual al producto del nimero
real k y la entrada correspondiente en la matriz dada.
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Producto escalar

Si A = (ajj)mxn y k un niimero real, entonces el producto
escalar de Ay k estd dado por:

kA = (Kajj)mxn
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Producto escalar

Determine el producto escalar kA para k =3y

]
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Producto escalar

Determine el producto escalar kA para k =3y

]

M_j[l 2]_[3(1) 3{2)]_[3 ﬁ]
o3 4] 3y sy |9 12)
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Ejemplo 8: Diferencia

Realice la diferencia de las siguientes matrices: A =[12 3]y
B=1[-274]
@ como Ay B son del mismo orden (1 x 3) su diferencia
es:
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Ejemplo 8: Diferencia

Realice la diferencia de las siguientes matrices: A =[12 3]y
B=1[-274]
@ como Ay B son del mismo orden (1 x 3) su diferencia
es:

[
[

3

—B=[123]-[-274
-B=[1-(-2) (2-7) 8-4)]=B -5 —1]
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Multiplicacién de dos matrices

@ Para hallar el producto AB de dos matrices Ay B
necesitamos que el nimero de columnas de A sea igual
al nimero de filas en B.

@ Suponga que A = (ajj)mxn €s una matrizde mx ny
B = (bjj)nxp €s una matriz de n x p.

@ La matriz resultante C = AB sera la multiplicacién de
las parejas con los nimeros de la fila i-ésima de A con
los de la columna j-ésima de B.
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Multiplicacion de dos matrices

Cada entrada cj; se calcula como:

Cij = ajibyj + appboj + - - - + ainbp;

- - columna f-ésima columna j-é51ma
ty  fyp ottt g,
Gy dp "7 by by b'_,i o bf_,u
: H EJ':: bﬂ . sz s t":,u _ e .
. : : : . - |
fila i-ésima | @5 gz " i : : L :
. bn: b..:: v IE"'r!,i e bﬁ]’.l
Gy e .t LI~
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Multiplicacion de dos matrices

@ El producto de la fila i-ésima de Ay la fila j-ésima de B.

@ El producto AB tendra m filas y p columnas.

@ Dicho con otras palabras, el orden del producto
C = AB se determina por el nimero de filas de Ay el
nimero de columnas de B:

debe ser 1mual

A.‘.‘!:':-'.El::':_ﬂ- = ‘:'-"“:l:_pl-
1
arden del producto
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Multiplicacién de dos matrices

Por ejemplo, el producto de una matriz de 2 x 3 y una matriz
de 3 x 3 es una matriz de 2 x 3.

2a columna 2a. columna
6 T 8

la I!!g[g i i] o W0 1 =[|::” €1z ii]3i|dl;1.:|l;1
12 13 14 a 8 n

@ La entrada c;5 es el producto de la primera fila de Ay la
segunda columna de B
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Multiplicacién de dos matrices

Por ejemplo, el producto de una matriz de 2 x 3 y una matriz
de 3 x 3 es una matriz de 2 x 3.

2a columna 2a. columna
6 T 8

la I!!g[g i i] o W0 1 =[|::” €1z ii]3i|dl;1.:|l;1
12 13 14 a 8 n

@ La entrada c;5 es el producto de la primera fila de Ay la
segunda columna de B

@ ci2 = ai1bin + a12boy + aizbs
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Multiplicacién de dos matrices

Por ejemplo, el producto de una matriz de 2 x 3 y una matriz
de 3 x 3 es una matriz de 2 x 3.

2a columna 2a. columna
6 T 8

la |-__L|:g i i] o W 11 =[|::” Cyp ii]3i|dl;1.:|l;1
12 13 14 a 8 n

@ La entrada c;5 es el producto de la primera fila de Ay la
segunda columna de B

@ ci2 = ai1bin + a12boy + aizbs
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Multiplicacién de dos matrices

Resumimos el andlisis anterior con una definicién formal:

Si A = (ajj)mxn Y B = (bjj)mxn entonces el producto AB
estd dado por la matriz C de m x p = (¢jj)mxp, donde ¢j; es
el producto de la j-ésima fila de A y la j-ésima columna de

B definida por:

Cij = ajibyj + appboj + - - - + ainbpj
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Ejemplo 9: Producto

Calcule el producto AB para

7 8
A:E(l)i]yB: 4 6 0
5 7 3
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Ejemplo 9: Producto

Calcule el producto AB para

17 8
A:E(l)i]yB: 4 6 0
5 7 3

o 1 sy[71 78
[3 0 4] 4 60

5 7 3
2 (-D+1:4+55 2:7+1°6+57 2:8+1-0+53
_[3-{—1)+{}-¢+4-5 3-74+0-6+4-7 3-3+u-n:—4-3]
27 55 31
_[1? 49 3&]‘
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Matriz identidad

El conjunto de todas las matrices cuadradas de un orden dado
n tiene una identidad multiplicativa, esto es, hay una matriz
tnica /, de n x n tal que:

Al =1LA=A
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Matriz identidad

Decimos que /, es la matriz identidad de orden n o, sim-
plemente, la matriz identidad. Se puede demostrar que cada
entrada en la diagonal principal de /, es 1 y todas las otras
entradas son 0:

1 0 0 0]

0 1 0 0
IL=l0 0 1 0l
0 0 0 1
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Matriz identidad

Por ejemplo las matrices identidad de orden 2 y 3:

1 0 0
1 0
el e L=|0 1 0

0 0 1
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Ejemplo 10: Matriz identidad 2 x 2

Compruebe que L = [(1) (1)] es la identidad multiplicativa

para el conjunto de matrices 2 x 2.
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Ejemplo 10: Matriz identidad 2 x 2

Compruebe que L = [(1) g] es la identidad multiplicativa

para el conjunto de matrices 2 x 2.

a a .
Sea A = { 1 12] una matriz de 2 X 2. Entonces
dy  dx

[011 alz][l 0]_[a11-1+a12-0 a11-0+au-1}
a, apl|0 1 a1 +tayn-0 a,-0+ay-1

1A= [1 0][a“ au} B [1 cay +0-ay 1-ap+ O-azz} B [a“ au] 4
0 1llay axn Oa;+1ay O-ap+1-ay ay Ay ’

[all a121|_A
;. Ay
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Producto interno

@ Suponga que A es un vector filade 1 X ny B es un
vector columna de n x 1, es decir, A tiene un ndmero
de columnas igual al nimero de filas de la matriz fila B

@ Entonces el producto AB es una matrizde 1 x 1o
escalar.

@ También decimos que AB es el producto interno de
las dos matrices
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Producto interno

Por ejemplo, si A=[4 8]y B= [_2]

2

AB =T[4 §] [_5

}:4-24—8-(—5):—32

Si A es una matriz de m X n'y B es una matriz de n X
p, entonces la matriz AB de m x p se forma obteniendo
el producto interno de cada vector fila de A con todos los
vectores columna de B.
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