Matrices y Determinantes

José Ortiz Bejar

Facultad de Ingenieria Eléctrica, UMSNH

José Ortiz Bejar Matrices y Determinantes



Determinantes

Introduccién

Para cada matriz cuadrada A, podemos asociar un nimero
llamado determinante de A. Por ejemplo, los determinantes
de las matrices de 2 x 2 y 3 x 3 (los corchetes se sustituyen
por barras verticales).
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se escriben
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Determinantes

Se dice que un determinante de una matriz de n X n es un
determinante de orden n o un determinante de n-ésimo orden.

@ Los determinantes del ejemplo anterior son, a su vez,
determinantes de érdenes 2 y 3.

@ En un andlisis, el determinante de una matriz cuadrada
A se representa con los simbolos det A o |A|. Usaremos
el primer simbolo exclusivamente.

@ Por consiguiente, si

A= 4 9 . det A = 4 9
= _g |» entonces etA = s gl
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Determinantes

@ Aunque un determinante es un escalar, suele resultar
practico imaginarlo como un arreglo cuadrado.

@ Asi, por ejemplo, podemos referirnos a los
determinantes de segundo y tercer orden como
determinantes de 2 x 2 y de 3 x 3, respectivamente.
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Determinantes

Determinante de una matriz de 2 x 2

Si
a a
A— 911 A2
azy ax
entonces, el det A es:
a a
det A= 1 121 _ a11dz22 — aizani
a1 ax
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Determinantes

Ejemplo 1: Determinante de orden 2.

Evalde el determinante de la matriz
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Determinantes

Ejemplo 1: Determinante de orden 2.

Evalde el determinante de la matriz

2 3

A=k
df:l.A—‘ 3‘—2—5 — 3(4) = 22
=i _5|=20-5-3@=-2
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Determinantes

Determinante de orden 2

Como ayuda para memorizar la férmula, recuerde que el de-
terminante de una matriz de orden 2 es la diferencia de los
productos de los elementos en las diagonales:

el |
multiplicar  multiplicar nroducios
ay Mz _ =
fytlyy = Oty
td31 ¥ *tlag
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Determinantes

Determinante de orden 2

@ Los determinantes de las matrices de orden 2 cumplen
una funcién fundamental en la evaluacién de los
determinantes de las matrices de n x n, donde n > 2.

@ En general, el determinante de una matrizde n x n
puede expresarse en términos de los determinantes de
las matrices de (n — 1) x (n— 1),

@ Asi, por ejemplo, el determinante de una matriz de
3 X 3 puede expresarse en términos de los
determinantes de orden 2.
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Determinantes

Menor

Si ajj representa la entrada en la i-ésima fila y la j-ésima
columna de una matriz cuadrada A

@ el menor Mj; de a;; se define como el determinante de
la matriz obtenida al suprimir la fila j-ésima y la
columna j-ésima de A.

b3 e LA
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Determinantes

@ Por ejemplo para la matriz A tenemos que los menores
de a11 =1, a1p =5, axp =4 y azp = 2 son, a su vez,
los determinantes

b2 e LA
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Determinantes

s suprime la primera columna

4 5
2 3

AC .‘-L;.‘:’il:'lL' la ;':’il:'l;.'.‘.: fila —
M, = 4 5= ‘
2

a2 suprime la se

‘ =4(3) - 5(2) =2,

Lad

gunda columna

5
3‘ =2(3) - 51y =1,

se suprime la primera fila — ‘

=
5
I
]
LA
I

[e—
Led
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Determinantes

- -
e

se suprime la segunda fila — M.Z" = = 1 3 = ](3:] - 3'"] = u!

[
Lh L

M, =

se suprime la tercera fila

[ -
Il

‘= 1(5) — 3(2) = —-1.
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Determinantes

@ El cofactor A;; de la entrada a;; se define como el
menor M;; multiplicado por (—1)'™/ M, esto es,

Aj = (=1)" M

@ Asi, para la matriz A el menor y cofactores relacionados
con la matriz del ejemplo:

A = (1) IMyy =2,

Az = (-1)'2Mypp = -1,

Az = (—1)?T2Mp = 0,

Azp = (—1)372M3p = — (1) = 1,

y asi sucesivamente.
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Determinantes

Patréon del menor

@ Para una matriz de 3 x 3, el coeficiente (—1)'*/ del
menor Mj; sigue el patrén

@ Este patrén de signos de “tablero de damas” se
extiende también a matrices de orden mayor que 3.
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Determinantes

Ejemplo 2: Cofactores

Para la matriz obtenga el cofactor de las entradas 0,7 y -1

-2 1 0
A=1| 5 -3 7
-1 6 -5
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Determinantes

Ejemplo 2: Cofactores

Para la matriz obtenga el cofactor de las entradas 0,7 y -1

-2 1 0
A=1| 5 -3 7
-1 6 -5

@ El ndmero 0 es la entrada de la primera fila (i = 1) y la tercera
columna (j = 3). Por (5), el cofactor de 0 es el determinante

5 -3
A= (-1) 3M13=(l)‘_] |=30—3=2?,

6
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Determinantes

Ejemplo 2: Cofactores

Para la matriz obtenga el cofactor de las entradas 0,7 y -1

-2 1 0
A=1| 5 -3 7
-1 6 -5

. -2
A23=(—n-'--M:3=(—1}|_l =D [-12- (-] =11

=)

1 0
= =1V ML = —7-_0=
Ay = (-1)"'M;, (1:|_3 7| 7-0=1.
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Determinantes

Teorema de desarrollo

El determinante det A de una matriz A de n X n puede
evaluarse multiplicando cada entrada en cualquier fila (o co-
lumna) por su cofactor y sumando los productos resultantes.
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Determinantes

Aplicacion del teorema de desarrollo

Al aplicar el teorema para obtener el valor del determinante
de una matriz cuadrada A se expande o desarrolla el deter-
minante de A por una fila o por una columna dadas.

@ Por ejemplo, el desarrollo del determinante de la matriz
de 3 x 3 en la primera fila es:

detA = ﬂ“A][ + ﬁ'_:ﬂl'_z + E,luAu

a s, & & Lezla s
_ L1 |8 23 | +2| B 23 1+3[ 821 12
=ay(—1) + ap(—1) + ap(—1)
Gy O3z %3 Oxn @3 3
o
ay diz dhs
@32 Gn Gy 3 Gy G
dz  dpp G| T dpn — 4 T+ aps d
B3z Gy @y 33 @y O3
Gy f3p  dxp
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Determinantes

Ejemplo 3: Desarrollo por la primera fila

Evalde el determinante de la matriz de 3 x 3 desarrollando
para la primera fila.

N B~ Ol
€y
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Determinantes

Ejemplo 3: Desarrollo por la primera fila

Evalde el determinante de la matriz de 3 x 3 desarrollando
para la primera fila.

6 5 3

A=12 4 5

1 2 -3
R o I P
1 2 —3 2 -3 1 -3 1 2

=6-(-22) —5-(—11) +3-0=-77.
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Determinantes

Generalizacién

El teorema establece que el determinante de una matriz cua-
drada A puede expandirse por cualquier fila o cualquier co-
lumna.
@ Por ejemplo, el desarrollo del determinante de la matriz
de 3 x 3, digamos, por la segunda fila, resulta en:

det A = a,d,, + a,dy; + apdss
241 a3 242 @y 243 |8 @y
=(-1) ‘an + (—1) “axn + (=1 Can
Gy Oy @3 Gy a3 Gy
_ Q12 dps a4 qp; gz
= T4y +ay ]
Gzz daz a3 ds3 a3 d3z
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Determinantes

Ejemplo 4: Desarrollo por la tercera columna

Realice el desarrollo del determinante del ejemplo 3 por la
tercera columna.
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Determinantes

Ejemplo 4: Desarrollo por la tercera columna

Realice el desarrollo del determinante del ejemplo 3 por la
tercera columna.

6 5 3
A=12 4 5
1 2 -3
6 5 3
deta=2 4 5| =31 4‘+5|[—1)3'36 5‘+(—3}(—1}3'36 5|
1 2 12 2 4
1 2 -3
=3‘2 '°'|+5(—1)|'5 5|+(—3)|‘5 5|
12 12 2 4

=3.0+5-(—1)-7+ (—3)-14 = —77.
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Determinantes

@ En el desarrollo de un determinante, como las entradas
de una fila (o columna) se multiplican por los
cofactores de esa fila (o columna)

@ Es légico que si un determinante tiene una fila (o
columna) con varias entradas 0, desarrollemos el
determinante por esa fila (o columna).
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Determinantes

Teorema: Propiedades de los determinantes

Sea A una matriz cuadrada.

@ Si toda entrada en una fila (o columna) de A es cero,
entonces det A = 0.

@ Si una matriz B se forma intercambiando dos filas (o
dos columnas) de A, entonces det B = —det A.

© Si una matriz B se forma multiplicando cada entrada
en una fila (o columna) de A por un nidmero real k,
entonces det B = kdet A

@ Si dos filas (o columnas) de A son iguales, entonces
det A=0.

© Si una matriz B se forma sustituyendo cualquier fila (o
columna) de A por la suma de esa fila (o columna) y k
veces cualquier otra fila (o columna) de la misma A,
entonces det B = det A.

\ J
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Determinantes

Primera propiedad

Sin desarrollar se deduce inmediatamente que

1 -2 3
fila de ceros — | 0 0 of=0
4 -8 6

Segunda propiedad

Intercambiando la primera y la tercera columna. Se deduce
del teorema que

intercambiando estas dos columaas

+ 4

1 0 2z 2 0
3 T 8| =—|8 7 3
4 -1 4 4 -1

se obtiene un signo menos
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Determinantes

Propiedad 3

Factorizando 2 de cada entrada de la primera fila, se despren-
de del teorema que

2 o= un factor comiin di la primera fila
4 8 2 2-2 2-4 2-1 2 4 1
0 3 4|= 0 3 41=2 0 3 4
-1 7 8 —1 7 8 -1 7 8

Propiedad 4

Dado que la primera y la segunda columnas son iguales, se
deduce del teorema que

Iz columnas son igualbes

2 2 3
-4 —4 6| =0
7 T -5
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Determinantes

Ejemplo 5: Determinante de 3 x 3

Evalde el determinante de A donde

1 2 5
A=1-2 3 0
3 =5 2

@ Utilizando la propiedad 5 obtenemos una matriz con el
mismo determinante que tiene una fila (o columna) con
s6lo una entrada diferente de cero.

@ Para evitar fracciones, es mejor usar una fila (o
columna) que contenga el elemento 1 0 — 1, si es
posible
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Determinantes

Ejemplo 5: Determinante de 3 x 3

Evalde el determinante de A donde

1 2 5
A=1-2 3 0
3 =5 2

@ Usamos primera fila para introducir ceros en la primera
columna. Multiplicamos la primera fila por 2, le sumamos el
resultado a la segunda y obtenemos
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Determinantes

Ejemplo 5: Determinante de 3 x 3

Evalde el determinante de A donde

1 2 5
A=1-2 3 0
3 =5 2

@ Usamos primera fila para introducir ceros en la primera
columna. Multiplicamos la primera fila por 2, le sumamos el
resultado a la segunda y obtenemos

1 2 5
0 7 10
i -5 12
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Determinantes

@ Ahora multiplicamos la primera fila por —3 y sumamos el
resultado a la tercera fila para obtener

1 2 5
0 T 101,
0 —-11 -13

@ Desarrollando por la primera columna encontramos que

1 2 5

0 T 10] = (1)‘ 7 l[}| =19
—-11 —13 '

0 —-11 -13

De la propiedad 5 se deduce que el valor del determinante de la
matriz dada tiene el mismo valor; es decir, det A = 19.
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Inversa de una matriz

Inversa de una matriz

@ En dlgebra, cada nimero real a diferente de cero tiene
un inverso multiplicativo b tal que ab = ba = 1 donde
el nimero 1 es la identidad multiplicativa.

@ El nimero b es el reciproco del nimero a, es decir,
al=1/a
@ Una matriz A puede tener un inverso multiplicativo,

pero como veremos en la explicacién que sigue, A debe
ser de un cierto tipo de matriz cuadrada.
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Inversa de una matriz

Inverso multiplicativo

@ Si A es una matriz de n X ny existe una matriz B de
n X n tal que
AB=BA=1,
decimos que B es el inverso multiplicativo o,
simplemente, el inverso de A.

@ El inverso multiplicativo de A se escribe B = A™! .
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Inversa de una matriz

Inverso multiplicativo

@ A diferencia de lo que ocurre en los niimeros reales,
nétese que el simbolo A~! no denota el reciproco de A,
esto es, A~1 no es 1/A. En la teorfa de matrices 1/A
no esta definido.

@ Se dice que una matriz cuadrada que tiene un inverso
multiplicativo es no singular o invertible.

@ Cuando una matriz cuadrada A no tiene inverso, se
dice que es singular o no invertible.
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Inversa de una matriz

Ejemplo 6: Inverso de una matriz

Determine si B es la matriz inversa de A

: 2 s 3 -5
1 3
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Inversa de una matriz

Ejemplo 6: Inverso de una matriz

Determine si B es la matriz inversa de A
. 2 5 3 -5
saef oo-[2 3
1 3 -1 2
AB—[Z SH 3 —5]_{6—5 —l[]+][‘_l]_|:] l]]
Tl o3fl-1 2] [3-3 -5+ 6 |0 1
3 -5|[2 5 6-5 15-15 1 0
BA_{—] 2][1 3]_[—2+2 -5+ 6}_[3 l}‘

Puesto que AB = BA = |, concluimos que la matriz A es no
singular y que el inverso A~! de la matriz A es la matriz B dada.

@ entonces
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Inversa de una matriz

Determinacién del inverso A~1: Método 1

@ Podemos encontrar el inverso de una matriz no singular
por medio de dos métodos. El primero que
consideraremos usa determinantes.

@ Empezamos con el caso especial donde A es una matriz
de 2 x 2:

dyp Gz
amfon o]
ty G
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Inversa de una matriz

@ Para que una matriz de 2 x 2

by, l5‘11]
E —
[bzz b2

@ sea el inverso de A, debemos tener

["311 ﬂlz][bn b:z]=[| U]
an  dan|lbn  bxn 0 1)
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Inversa de una matriz

@ Por la multiplicacién y la igualdad de matrices, encontramos
que bi1 y b1 deben satisfacer el sistema lineal

{allbll + aphy =1
ayby, + aphy =0,

@ mientras que bip y by deben satisfacer

{ﬂl'.b'.l + apbn =0
anby; + apbn = 1
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Inversa de una matriz

@ Resolviendo estos dos sistemas de ecuaciones, obtenemos

oz i3
b, = y b= ’
dytlzy = by T by T @il

iy dyy
by = y Bz = .
)18z = dyatdy) a1 — @2ty

@ Una inspeccién de las expresiones revela que el denominador
de cada fraccién es el valor del determinante de la matriz A,
es decir

det A= aj1ax — arpan:

[Liek] 2

B = [b“ bu] _ | detA  det A
b1 by — ) 4 L

detA  det
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Inversa de una matriz

Teorema: Inversa de una matriz de 2 x 2
Sea

a a
A— 11 12
a1 a2

Si det A # 0, entonces el inverso multiplicativo de la matriz
A estd dado por:

A-1 1 ax»n —ar
—a21 a1
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Inversa de una matriz

Teorema: Inversa de una matriz de n X n

Sea
a11 a2 - adip
dp1 a2 - azp
A=
dnl an2 " dnpn

Si det A #£ 0, entonces el inverso multiplicativo de la matriz
A estd dado por:

-
Air Az - Arg
11 A1 Axp - Agp
det A | 2 % 8
Anl An2 et Ann

donde Aj; es el cofactor de la entrada aj; en A

J
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Inversa de una matriz

Ejemplo 7: Inversa de una matriz de 3 x 3

@ Encuentre A~! para

1 -2 4
A=|-1 3 2
5 0 -6
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Inversa de una matriz

Ejemplo 7: Inversa de una matriz de 3 x 3

@ Encuentre A~! para

1 -2 4
A=|-1 3 2
5 0 -6

@ Ahora, para cada entrada de A el correspondiente cofactor es:

3 2 —1 2 -1 3
A;,=‘0 6|=—w, Au=—| 5 _6‘=4, A|l=| s 0|=—15,
—2 4| ‘] 4| |] —2|
Ay = — =—12, Ay = | = =26, Ay=— = —10,
o | 0D -6 2 15 - = 5 0
-2 4 1 4 _ 1 -2
An=| 5 L/ =716 Ap=—|_ | L|=-64s=|_| ;|=-1
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Inversa de una matriz

Ejemplo 7: Inversa de una matriz de 3 x 3

@ El determinante de A es det A = —86.

@ La inversa de A es —% veces la matriz adjunta de A:

-A]I A Ap T —18 4 -15|"
Al=—g|Ay Ay An| =-g|-12 -26 -10
LA5 An As —16 —6 —1
cata adj A
[—18 -12 -16 % 2 ®| [ & =
=-%| 4 -26 —6|=|-% ¥ &|=|-% & &
| -15 -10 1 B8 %] LB : &
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Inversa de una matriz

Determinacién del inverso A~1: Método 2

Para cualquier matriz A, las operaciones elementales entre fi-
las en A se definen como las tres transformaciones siguientes:.

@ Intercambiar cualquier par de filas.

@ Multiplicar cualquier fila por una constante k diferente
de cero.

@ Sumar un miltiplo constante diferente de cero de una
fila a otra.
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Inversa de una matriz

Determinacién del inverso A~1: Método 2

Semejante a la notacién que usamos para representar ope-
raciones en ecuaciones de un sistema de ecuaciones lineales,
empleamos las abreviaturas siguientes. El simbolo R repre-
senta la palabra fila.

@ R; <+ R;: intercambio de la i-ésima con la fila j-ésima.

@ kR;: multiplique la fila i por k.

@ kR; + R;: multiplique la fila i-ésima por k y sume el

resultado a la fila j-ésima.
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Inversa de una matriz

Determinacién del inverso A~1: Método 2

La secuencia de operaciones elementales entre filas que trans-
forman una matriz A de n x n en la identidad multiplicativa
I, es la misma secuencia que transforma /, en A~1L.
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Inversa de una matriz

H a a rtooa 1 0O -+ 0

@ Formar una matriz de n e n
: . ay a4y 4|0 1 - 0
n x 2n, A a la izquierda de . o .
una barra vertical e I, a la ay ap - a,l0 0 - 1

derecha.
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Inversa de una matriz

ay, ap *°* a,fl 0 - 0
@ Formar una matriz de ay ayp v oay|0 1 - 0
n x 2n, A a la izquierda de R
1 a,y (2] Tt Ay 0 0 e 1
una barra vertical e /, a la
derecha.
1 0 0|byy, by by,
@ Aplicamos operaciones entre 0 1 - 0|by by - by
filas en hasta que la S
0 0 1 bnl an bnn

transformemos en la matriz:
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Inversa de una matriz

ay, ap *°* a,fl 0 - 0
@ Formar una matriz de ay ap v oay|0 1 - 0
n x 2n, A a la izquierda de R
. 0o 0 --- 1
una barra vertical e /, a la i G2 s
derecha.
1 0 0|by by by,
@ Aplicamos operaciones entre 0 1 - Ofby by -+ by
filas en hasta que la A
H 0 0 1 bnl an bnn
transformemos en la matriz:
. L b, b b
@ La matriz a la izquierda de e ‘”
N -1 _ bZl b22 b2n
la barra vertical es ahora /,. A= :
La inversa de A es: b, by, - b,
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Inversa de una matriz

Ejemplo 8: Uso de operaciones
elementales entre filas

Use operaciones elementales
entre filas para encontrar A~1

para
2 3
Sl

Formar la matriz 2 x 4

HHE
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Inversa de una matriz
Ejemplo 8: Uso de operaciones
elementales entre filas

Use operaciones elementales {2 3’1 o} R, 1 6|0 1}
entre filas para encontrar A~1 1 60 1 2 3|1 o0
para —2R, +R, _1 6 ’0 1:|
2 3 10 91 -2
A= [1 6] —IR, 1 6] 0 1}
0 1= 3§
0 r 2 _1
Formar la matriz 2 x 4 —6R,+R, (1) (1) > z}
L 9 9
2 3|10
1 6|0 1
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